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UCENJE ,STATISTICKIH POJMOVA UZ
POMOC SIMULIRANIH PODATAKA

Andrej Blejec
Univerzitet u Ljubljani, Slovenija

U nastavi statistike koriste se razlicite vrste podataka. U kursevima
primenjene statistike obicno se koriste podaci iz stvarnog zivota, koji su U vezi sa
materijom predmeta koju izucavaju studenti. Takvi podaci su zanimljivi za
studente i motivisu finalnu interpretaciju statistickih rezultata. Za demonstraciju
statistickih  pojmova mogu biti koris¢eni podaci dobijeni racunarskim
simulacijama, koji poseduju poznata statisticka svojstva. Prednost ovakvih
podataka jeste to Sto je rezultate statisticke analize moguce uporediti sa
poznatim i unapred definisanim svojstvima podataka. Primena racunarskih
simulacija i dinamicke grafike omogucava ociglednan prikaz brojnih vaznih
statistickih pojmova i postupaka. Takve simulacije ponekad mogu biti ubedljivije
od dokaza i nailaze na simpatije kod studenata.

1. UVOD

Jedan od ciljeva nastave statistike jeste da pokaze studentima
kako da primene statisticCke metode. Njihovu paznju pokusSavamo da
privu¢emo primenom statistike, kako na realne zivotne probleme, tako na
probleme iz domena njihovog specificnog interesovanja. Takvi primeri,
uz koje obi¢no ide i prica koja je u pozadini problema, motivisu studente
da tumace rezultate statisticke analize u kontekstu samog problema
(Fillebrown, 1994). Premda takav nacin rada omogucava studentima da
sagledaju ,,statisticki nac¢in razmisljanja” i upoznaju se s njim, ponekad je
teSko uociti analiticki potencijal i ograni¢enja primenjenog statistickog
metoda.

U cilju razumevanja i tumacenja statistickih rezultata pojedinac
mora da usvoji brojne statisticke pojmove. Neki su jednostavni, poput
mera centriranosti ili varijacije prirodnih i druStvenih pojava. Neki nisu
tako oc€igledni i1 Cesto se opisuju i predstavljaju na nacin koji zahteva
matemati¢ko sagledavanje problema ili apstraktno razmisljanje. U takvim
slu¢ajevima, nematematicki orijentisani studenti osecaju nelagodu i nisu
u stanju da razumeju znaéenje takvih pojmova. Generacije studenata
imaju problem da razumeju znaCajne pojmove, poput, na primer,
intervala poverenja, standardne greske ili pravog znacenja p-vrednosti.
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Primera radi, pravilno tumacenje intervala poverenja zahteva da
se razume njihovo znacenje. Bez toga, izvestaj o intervalu poverenja za

.....

miSem u okviru statistickog paketa, bez obzira na zanimljivost samog
projekta. Ponekad su podaci iz realnog Zzivotnog problema isuvise
kompleksni i tesko je oceniti jesu li opisani stvarni medusobni odnosi
(Mackisack, 1994). U cilju boljeg razumevanja, znacenja nekih pojmova
I metoda mogu biti demonstrirana i predstavljena primenom simuliranih
podataka sa unapred poznatim statistickim svojstvima. U takvom slucaju,
moguce je oceniti da li ispitivani metod zaista otkriva stvarno svojstvo ili
medusobni odnos poadataka.

2. STVARNI, IZMISLJENI | SIMULIRANI PODACI

Premda je krajnji cilj statisticke analize donoSenje odluka u
kontekstu izu¢avanog problema, nije neophodno da proces ucenja bude u
celosti sproveden iskljucivo na problemima koji su vezani za konkretno
podrucje. Iako su stvarni podaci privlac¢ni i motivisu studente, struktura
problema je neretko suviSe sloZena, pri ¢emu smisleno tumacenje
ponekad zahteva dublje poznavanje problematike. Budu¢i da struktura
stvarnih podataka nije poznata, ne mozemo biti sigurni da ju je
primenjeni statistiCki metod zaista razotkrio. U cilju zaobilazenja
problema kompleksnosti, problemi se, ponekad i preterano, uprosc¢avaju.
Time, na neki naéin, postaju izmisljeni podaci, skupovi sirovih brojki
koji se koriste iskljucivo u svrhu uvezbavanja statistickih izraCunavanja.
Iza njih ne stoji kontekst, a rezultati predstavljaju puke brojeve cCija se
ispravnost moze proveriti na strani sa tacnim odgovorima u udzbeniku.

Radi demonstracije statistickih svojstava i pojmova, mogu biti
koriS¢eni simulirani podaci sa poznatim statistiCkim svojstvima. To su
uzorci iz raspodela poznatog tipa i parametara, kao $to je to normalna
raspodela, sa poznatom srednjom vrednosti, x i varijansom, o Na
ovakvim podacima moguce je sagleati da li primenjeni statisticki metod
(npr. odredivanje aritmeti¢ke sredine uzorka) moze da razotkrije trazeno
svojstvo (npr. pravu srednju vrednost populacije, ). Isto tako, za
demonstraciju svojstava i mo¢i linearne regresije, mozemo Konstruisati
promenljive sa poznatim lineranim svojstvima: uzorci promenljive sa
normalnom raspodelom, X~N(x, ox %) i &lanom greske, &~N(0, o), sa
poznatom varijabilnosti X i & koji su kombinovani u promenljivu Y,
2
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linearnom relacijom Y = fy + SiX + & gde su S i f1 poznate modelske
konstante. Ovakvi podaci su ¢esto generisani na racunaru, koris¢enjem
generatora slucajnih brojeva kojima raspolaze svaki analiticki paket ili
programski jezik. Racunari su od sustinske vaznosti za demonstraciju
statistickih  pojmova, primenom ponovljenog uzorkovanja, tj.
generisanjem velikog broja uzoraka koji poseduju ista, unapred
definisana, statisticka svojstva, gde se potom porede statisticki rezultati
dobijeni analizom takvih skupova podataka.

3. PONOVLJENO UZORKOVANJE

Jedan od osnovnih metoda u raCunarom podrzanoj demonstraciji
statistickih podataka jeste ponovljeno uzorkovanje (Good, 2001). Na
osnovu poznatih parametara, uzorci se, jedan za drugim, uzimaju iz
populacije. Razmatrani statisticki postupak se primenjuje na svaki od
uzoraka i1 posmatra se raspodela rezutata. TipiCan primer primene
postupka ponovljenog uzorkovanja jeste demonstracija raspodele srednje
vrednosti, standardne devijacije i intervala poverenja. Rezultati mogu biti
predstavljeni uz pomo¢ dinamicke racunarske grafike, na atraktivan i
ocCigledan nacin. Posto vazi pravilo ,,verujes u ono Sto vidis”, student
moze da stekne osecaj za pojmove kao $to su centralna grani¢na teorema,
uticaj veli¢ine uzorka na oblik uzoracke distribucije i varijabilnost ocene.
Zahvaljujuéi tome §to je poznata stvarna srednja vrednost, studenti mogu
da provere koliko intervala poverenja zaista obuhvata stvarnu srednju
vrednost, te da tako steknu uvid u stvarno znacenje intervala poverenja i
stepena pouzdanosti.

Primenom istog postupka za ocenu varijanse, mogu biti
demonstrirana svojstva pravila "podeli sa n-1", koje zbunjuje mnoge
studente na osnovnim kursevima statistike. Dijagram pribliznih vrednosti
pristrasne ocene (delilac n) i njihova uzoracka distribucija za male uzorke
(Sl.1a) prikazuje nagnutu raspodelu sa o¢ekivanom vrednosti, koja je
manja od stvarne. Pristrasnost nestaje ukoliko se Koristi nepristrasna
ocena (delilac n-1) (S1.1b). Uzoracka distribucija je takode nagnuta ka
desnoj strani, §to zna®i da, za varijansu o, ne treba konstruisati
simetri¢ne intervale poverenja (koji su zasnovani na svojstvima normalne
raspodele) vec¢ treba pribeci asimetriénim intervalima poverenja, kakve
ima y? raspodela.
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SLIKA 1. - EMPIRIJSKA UZORACKA DISTRIBUCIJA

Slika 1. Empirijska uzoracka distribucija (histogrami, 200
uzoraka) za pristrasnu (a) i nepristrasnu (b) ocenu varijanse. Tackice:
ocene varijanse (veli¢ina uzorka n=9), horizontalne linije: intervali
poverenja, vertikalna linija: stvarna varijansa, o, trougao: stvarna
srednja vrednost uzoracke distribucije (histogram). Uocljivo je da je
srednja vrednost (trougao) na slici (a) manja od stvarne vrednosti.

4. OCENA MAKSIMALNE VERODOSTOJNOSTI

Mnogi studenti imaju problem da razumeju ocenu maksimalne
verodostojnosti. Primenom interaktivne, dinamicke raunarske grafike,
moze se pokazati da se tu u stvari radi o postupku pametnog pogadanja.
U tu svrhu, najpre se uzme uzorak iz poznate populacije i iscrta se
dijagram uz pomo¢ crtica, kakav vidimo u gornjem prozoru slike 2.
Studentima moze biti postavljeno pitanje da pogode Sta bi bila srednja
vrednost. Zatim se, uz pomo¢ misa ili drugog pokazivackog uredaja,
odabere predlozeni parametar (npr. srednja vrednost). Na osnovu
predloZzene raspodele, pojedinacna verodostojnost podatka se nanesu na
dijagram kao vertikalni segmenti (SI. 2, gornji prozor) uz prikaz crteza
predlozene raspodele. U donjem prozoru slike 2, iscrta se log
verodostojnosti za predlozenu vrednost. Posto se odabere nekoliko

4
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vrednosti i ispitaju razli¢ite situacije, oblik funkcije log verodostojnosti
ukazuje na to da je najbolje odabrati maksimum log verodostojnosti
funkcije. Zatim se iscrta situacija u kojoj su prikazani najbolja ocena za
dati uzorak i kriva stvarne raspodele, gde se potom moze izvrsiti
poredenje 1 uoc€iti nepodudaranje (eng. lack of fit).

Na slican nacin se moze ilustrovati 1 ocena standardnog
odstupanja (SI. 3, podaci su isti kao na Slici 2). Ovoga puta, vrednosti
predlozenog parametra menjaju oblik raspodele. Si¢no prethodnom
primeru, moguce je uociti da neki pokusaji, u susedstvu maksimuma log
verodostojnosti funkcije u donjem prozoru slike 3, imaju viSe smisla od
onih Kkoji su udaljeniji.

Ocena metodom najmanjih kvadrata moze biti ilustrovana na
slican nacin, pojaSnjavanjem pojmova odstupanja od srednje vrednosti i
principa minimalne sume kvadrata odstupanja.
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SLIKA 2.- OCENA MAKSIMALNE VERODOSTOJNOSTI SREDNJE VREDNOSTI

Slika 2. Ocena maksimalne verodostojnosti srednje vrednosti. log
verodostojnosti za neke od predlozenih vrednosti u (kruzi¢i) sa
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najboljom ocenom za dati uzorak (vertikalna linija), iscrtane su u donjem
prozoru. Pojedinacni podaci su predstavljeni crticama (gornji prozor).
Vertikalni segmenti predstavljaju pojedinane verovatnoce za najbolju
ocenu. Kriva predstavlja mati¢nu raspodelu (x = 3) iz koje je uzet uzorak
(n=10).
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SLIKA 3. - OCENA MAKSIMALNE VERODOSTOJNOSTI STANDARDNOG
ODSTUPANJA

Slika 3. Ocena maksimalne verodostojnosti standardnog odstupanja
(o=1). Gornji prozor: modelirana kriva raspodele (deblja linija), kriva
raspodele dobijena ocenom (tanja linija) sa vertikalnim segmentima na mestima
pojedina¢nih podataka. Donji prozor: log verodostojnosti za neke predlozene
vrednosti (kruzi¢i) i najbolja ocena (vertikalna linija) za dati uzorak.

5. LINEARNA REGRESIJA

Radi demonstracije svojstava linearne regresije, simulirani su podaci na
osnovu linearnog modela Y = £ + f1X + & Poznati su svi parametri linearnog
modela: £ i A su odabrane konstante modela, X i & su normalne raspodele

6
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X~N(z, ox?) i &~N(0, ¢°) sa odabranim parametrima. Uz pomo¢ uzorkovanja
moze biti pokazano da je raspodela Y normalna, pri ¢emu je srednja vrednost
uy=fo+ By, a varijansa je o’y = Bilox *+ o’ Da bi se stekao osecaj za
bliskost izmedu slike koju daje uzorak i slike koju daje model, mozemo
generisati serije uzoraka i iscrtati podatke sa regresionim pravama. Studenti
mogu da steknu utisak o uticaju koji ima varijacija ¢lana koji predstavlja gresku,
kao 1 na koji nadin je to povezano sa koeficijentom determinacije
r’=1- o?/c%. Na slici 4 su iscrtane serije regresionih pravih i prava koja
opisuje model. Regresione prave se razlikuju od modelske prave za iznos
varijacije Clana koji predstavlja gresku. Studenti mogu lako da uoce da su
regresione prave umetnute u pojas predikcije, u okolini modelske prave (SI. 4,
desni prozor), Sto se moze transformisati u Sirinu intervala poverenja za
odredenu regresiju (Sl. 4, levi prozor). Posmatrajuci rezultate regresije za veéi
broj simuliranih uzoraka, te poredeé¢i ocene modelskih parametara i koeficijenta
determinacije (na primeru sa SI. 4: 0.0415, 1.2400, 0.567) sa modelskim
parametrima (0, 1, 0.5), studenti mogu da saznaju u kojoj meri metod moze da
prikaze stvarnu strukturu podataka. Upoznajuéi se sa snagom metoda na
primeru jednostavnih i simuliranih podataka, studenti se pripremaju za
ispitivanje realnih podataka iz stvarnog zivota, gde ¢e biti u stanju da tumace
nepodudaranje ili da razumeju znacenje Sirine intervala poverenja.

y= 0+ 1*N(0,1)+N(0, 1) y= 0+ 1*N(0,1)+N(0, 1)
n=50 Conf.level=0.95 2= 0.5 n=50 Conf.level=0.95 2= 0.5

0.0415 + 1.24 *X
m2=0.567

SLIKA 4. - SIRINA INTERVALA POVERENJA ZA LINEARNU REGRESIJU
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Slika 4. Sirina intervala poverenja za linearnu regresiju. Levi prozor:
regresiona prava (tanka linija), na osnovu uzorka (kruzi¢i) veli¢ine n=50 sa
modelskom pravom (crtice) za modelske podatke (iznad) koji su sadrzani u 95%
intervalu poverenja (deblje krive). Desni prozor: regresione prave za 15
razli¢itih uzoraka (tanke linije) sa 95% intervalom poverenja (deblje krive) —
koji u stvari obuhvata skup regresionih pravih.

6. DISKUSIJA

Racunarski simulirani podaci imaju brojne prednosti u savladavanju
statistickih pojmova. Njihova statisticka svojstva su poznata i mogucée je
sagledati povezanost izmedu svojstava podataka i rezultata analize. Moguce je
jednostavno promeniti svojstva podataka i potom posmatrati uticaj koji te
promene imaju na analizu. Mnogi korisnici statistike imaju problem sa izborom
odgovarajuéeg statistickog metoda, jer nisu sigurni da 1i njihovi podaci
zadovoljavaju neophodne pretpostavke za primenu nekog metoda. S tim u vezi,
mogu se jednostavno simulirati podaci koji ne zadovoljavaju date pretpostavke
(npr. Sum C¢ija varijansa nije konstantna) i na taj nafin pokazati mogucu
neistinitost rezultata.

Graficki podrzane simulacije mogu u izvesnoj meri da nadomeste i
dokaze, koji obi¢no nisu razumljivi nematematiCarima. Mozda ovakve
simulacije mogu da daju odgovor na Murovo pitanje: "Ako dokaz nije ubedio
publiku, cemu dokaz?” (Moore, 1996).

Simulirani podaci moraju biti kombinovani sa realnim podacima i
projektima iz stvarnog Zivota (Mooney, 1995). Oni imaju ulogu Cdistih i
jednostavnih podataka na kojima mozemo obuciti svoju statisticku percepciju i
nauciti koje se Seme i svojstva mogu razotkriti primenjenim metodom. Nakon
takve pripreme, studenti ¢e biti u stanju da tumace podatke iz stvarnog Zivota i
izuCavane oblasti, U svoj njihovoj kompleksnosti.
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Vesna Jevremovic

NEKOLIKO TESTOVA ZA PROVERU
ELEMENTARNIH ZNANJA 1Z
STATISTIKE

Vesna Jevremovié¢
Matematicki fakultet Beograd

U okviru predmeta Verovatnoca i statistika za studente I1I godine
modula Informatika jedna predispitna obaveza bila je i sastavljanje
testova za proveru znanja iz gradiva samog predmeta.

Zamisao je bila da kroz detaljnu pripremu jednog takvog testa
studenti nauce odli¢no bar tu ,,svoju“ lekciju. Stoga je zadatak glasio:
formulisati 20 zadataka ili pitanja u vezi odabrane lekcije i za svako
ponuditi po tri odgovora, ali da netacni ne budu ocigledno neta¢ni (npr.
verovatno¢a koja bi bila negativna i1 sl.). Pri svakom startovanju
programa na sluc¢ajan nacin se izabere 10 od raspolozivih 20 pitanja, i
ponudeni odgovori se na slucajan nacin permutuju. Kad korisnik
odgovori na sva pitanja, dobija rezultat (na koliko je pitanja ta¢no
odgovorio) 1 priliku da sazna i nauci tacan odgovor na pitanja na koja nije
tatno odgovorio. Posle toga moze ponovo startovati test i dobiti nekih
drugih 10 pitanja. Na taj naCin se i nastavniku pruza mogucénost da na
istom testu ispita sve studente, s obzirom da ima na raspolaganju

20 ey s o y . ..
(1()]:184756 razli¢itih izbora pitanja, pa kad uraCunamo 1 permutacije

odgovora, imamo zaista vise nego dovoljno testova za individualno
testiranje!

U okviru svakog rada studenti su davali i otvoren kod programa,
tako da se testovi mogu po potrebi menjati i/ili dopunjavati.

Ukupni rezultati su bili vise nego zadovoljavajué¢i — testovi su
ispunili svoju funkciju, u smislu da su njihovi autori veoma dobro znali
,,Svoje* lekcije, Sto je bilo podsticajno, pa su dobro pripremili i ispit u
celini. Takode su graficka reSenja bila interesantna, studenti su koristili

10
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svoje znanje u radu sa kompjuterima i pravili elegantna i/ili duhovita
graficka reSenja.

Nekoliko primera testova moZzete pogledati na nize navedenim
adresama:

1. Rad studenta Martina Hofera se odnosi na reSavanje zadataka u
vezi sa odredivanjem taCkastih ocena parametara
http://www.alas.matf.bg.ac.rs/~mi08005/test/

2. Rad studentkinje Bojane Kovacevi¢ se odnosi na osnovne osobine
nekih poznatih raspodela — binomne, uniformne, normalne...
http://alas.matf.bg.ac.rs/~mi08131/vis/

3. Rad studentkinje Katarine Radovi¢ se odnosi na osnovne
pojmove — populaciju, obelezje, uzorak...
http://alas.matf.bg.ac.rs/~mi08222/vis/vis.php

4. Rad studenta Vladana Stankovica se odnosi na testiranje
parametarskih hipoteza kod obelezja sa normalnom raspodelom.
http://vaxter.neospindle.com/vis/
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POPIS ILI UZORKOVANJE?

Sanja Rapajié¢
Departman za matematiku i informatiku
Prirodno-matematicki fakultet
Univerzitet u Novom Sadu

Populacija je celokupna kolekcija objekata u kojoj se moze vrsiti
ispitivanje neke karakteristike tj. nekog obelezja. Ukoliko je populacija
malobrojna, ona se moze izucavati u celini. Medutim, ako ona sadrzi
veliki broj elemenata, ispitivanje cele populacije je skupo, dugotrajno, u
nekim sluc¢ajevima moze biti destruktivno, a ponekad je cak i
principijelno nemoguce. 1z tog razloga se obicno bira podskup populacije
koji se naziva uzorak, na kome se vrsi ispitivanje. Ideja je da pokusamo
da izvedemo zakljucak o celoj populaciji na osnovu analize izabranog
uzorka.

Oblast statistike koja se bavi proucavanjem izbora uzorka i
ocenjivanjem odgovarajucih parametara populacije naziva se teorija
uzoraka. Postoje mnogobrojne tehnike i na¢ini odabira uzorka, a samim
tim i razne vrste uzoraka.

Treba napomenuti da ¢ak i kada postoji moguénost ispitivanja
cele populacije, obicno se istraziva¢ opredeljuje za uzorak, jer je
proucavanje uzorka jeftinije nego ispitivanje cele populacije, jer je
kontrola ta¢nosti kolekcije podataka jednostavnija i lakSa na uzorku nego
na populaciji 1 jer se informacije mnogo brze dobijaju iz uzorka nego iz
Citave populacije.

Da bi statisticko zakljucivanje o celoj populaciji dobijeno na
osnovu uzorka bilo relevantno, neophodno je da uzorak bude
reprezentativan. ldealno bi bilo da je uzorak procentualno umanjena tj.
skalirana verzija cele populacije koja oslikava sve karakteristike date
populacije. Nazalost, u praksi je gotovo nemogucée izabrati savrSen
uzorak kada su u pitanju slozene populacije, a cak 1 da takav uzorak
postoji, mi ne znamo da je on idealan ukoliko ne izvr§imo merenje na
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celoj populaciji. Iz tog razloga je potrebno odabrati uzorak koji ¢e Sto
bolje prikazati karakteristike cele populacije, tj. koji ¢e biti
reprezentativan. Reprezentativnost podrazumeva da svaka jedinica iz
uzorka predstavlja karakteristike poznatog broja jedinica populacije.

Prilikom svakog istrazivanja javljaju se greSke koje se dele na
uzoracke 1 neuzoracke. Razumevanje razlika izmedu ovih greSaka je od
velike vaznosti pri opredeljivanju za popis ili za uzorkovanje, kao i pri
odabiru odgovaraju¢ih procedura u slucaju da se odlu¢imo za
uzorkovanje. Da bi rezultati istrazivanja bili §to pouzdaniji potrebno je
minimizirati sve vrste gresaka.

Uzoracka greska je greska koja nastaje kao posledica koris¢enja
uzorka umesto ispitivanja cele populacije. Ona predstavlja razliku
izmedu ocene nekog obelezja dobijene na osnovu uzorka i prave
vrednosti obelezja dobijene na celoj populaciji. Uzoracka greska se
razlikuje od uzorka do uzorka. Ako je u pitanju verovatnosno
uzorkovanje, uzoracka greska je granica greSke ocene nekog obelezja
dobijene na osnovu uzorka. Uzoracka greSka se moze smanjiti
povecanjem obima uzorka i primenom stratifikovanog uzorka.

U veéini istrazivanja uzoracke greSke su zanemarljive u odnosu
na neuzoracke. Uzoracka greska odrazava preciznost ocene, a neuzoracka
greska validnost ocene.

Neuzoracke greske su greske koje se ne pripisuju variranju od
uzorka do uzorka. To su greske koje poticu od nacina uzorkovanja kojim
se dobijaju ocene koje se sistematski razlikuju od pravih vrednosti
obelezja populacije. Neuzoracke greske su razne vrste pristrasnosti koje
nastaju u procesu istrazivanja. Njihova klasifikacija je izvrSena prema
fazi istrazivanja u kojoj se javljaju. Postoje tri osnovne kategorije ovih
greSaka 1 to su: pristrasnost pri izboru elemenata, pristrasnost pri
sakupljanju podataka i pristrasnost pri analizi prikupljenih podataka.

Pristrasnost prilikom izbora elemenata obuhvata pristrasnost
specificiranja populacije, pristrasnost pokrivenosti i pristrasnost odabira.

Pristrasnost specificiranja populacije se javlja u slucaju loSeg
izbora ciljne populacije ili neprecizno definisanog cilja istrazivanja. Ona
se moze ublaziti specificiranjem ciljne populacije 1 pravilnim
dizajniranjem upitnika koje podrazumeva razumljivost pitanja.
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Najces¢i tipovi pristrasnosti pokrivenosti su: nepokrivenost,
prepokrivenost 1 viSestruka pokrivenost. Nepokrivenost podrazumeva
nemogucnost ukljucivanja cele ciljne populacije u uzoracki okvir.
Prepokrivenost je uklju¢ivanje u uzoracki okvir onih elemenata koji ne
pripadaju ciljnoj populaciji, a viSestruko ukljuivanje elemenata
populacije u uzoracki okvir predstavlja visestruku pokrivenost. Ove vrste
pristrasnosti se mogu minimizirati pazljivim kontrolisanjem uzorackog
okvira i ciljne populacije.

Pristrasnost prilikom odabira se javlja u slucaju kada se izabrane
jedinice u uzorku sistematski razlikuju od ostalih ¢lanova populacije.
Primer ove vrste pristrasnosti je namerno ili svrsishodno biranje uzorka,
kao i koris¢enje procedure uzorkovanja koja zavisi od nekih osobina
vezanih za obelezje koje se ispituje. Kompletnim popisom eliminiSe se
pristrasnost prilikom odabira. Primenom uzorkovanja sa jednakim
verovatno¢ama, obucavanjem istrazivackog osoblja i sveobuhvatnom
kontrolom kvaliteta moze se smanjiti ova vrsta pristrasnosti.

Pristrasnost prilikom sakupljanja podataka se obicno javlja u vidu
neodziva i netaénih odgovora. Cesto se deSava da neki elementi
populacije koji bi trebalo da ¢ine uzorak nisu dostupni istrazivacu, nisu
sposobni ili ne zele da ucestvuju u istrazivanju. Osim toga, sakuljeni
podaci dobijeni na osnovu uzorka mogu biti netacni, nepotpuni ili
neodgovarajué¢i iz mnogobrojnih razloga kao S$to su loSe dizajniran
upitnik, subjektivnost istrazivaca, nezainteresovanost ispitanika i dr.
Dakle, ova vrsta pristrasnosti se javlja zbog neuspeha pri sakupljanju
podataka ili nedovoljne koliCine i kvaliteta dobijenih podataka na osnovu
uzorka. Greske pri merenju takode spadaju u ovu grupu pristrasnosti.
One se javljaju u slucaju kad merni instrument ima tendenciju da se
razlikuje od tacne vrednosti u jednom smeru, tj. kad uvek meri manje ili
viSe za neku konstantnu vrednost. GreSke pri merenju se teSko otkrivaju 1
mogu biti neprimetne i podmukle. Pristrasnost pri sakupljanju podataka
moze se minimizirati statistickim prilagodavanjima, dobro dizajniranim
upitnicima, procedurama i instrumentima za prikupljanje podataka, kao i
treningom istraZivaca.

Pristrasnost prilikom analize prikupljenih podataka predstavlja
razliku izmedu prave vrednosti populacionih parametara i ocena
dobijenih na osnovu uzorka, kori§¢enjem odredenih procedura za analizu
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podataka. Ona obuhvata pristrasnost nastalu usled greSaka obrade
podataka i usled greSaka pri analizi podataka. Obe vrste greSaka se mogu
umanjiti dobrom obukom istrazivaca, implementiranjem procedura za
kontrolu kvaliteta 1 pravilnim kori§¢enjem statistickih alata.

Uzimajuéi u obzir cilj istrazivanja, uzoracke i neuzoracke greske,
troSkove istrazivanja i druge faktore, mogu se uporediti prednosti i
nedostaci kompletnog popisa i uzorkovanja. Iako se na prvi pogled Cini
da su greSke manje prilikom popisa, to ne mora biti tacno. Popis
eliminiSe uzoracke greske, ali neuzoracke greske mogu biti velike
prilikom popisa.

Ukoliko je populacija heterogena, malobrojna, ako postoji potreba
za podacima visokog kredibiliteta kao i potreba za detaljnom analizom
podataka, ako je neophodno minimizirati uzoracku gresku i ako postoje
odredeni eticki razlozi, preporucuje se ispitivanje cele populacije tj.
kompletan popis. Ukoliko je pak populacija brojna i razbacana ili se lako
moze unistiti, ako postoji potreba za brzim donoSenjem odluke kao i
potreba za najsvezijim i pouzdanim informacijama, ako je neophodno
minimizirati neta¢nost odgovora i Kkoristiti jednostavne procedure i
ukoliko su raspolozivi resursi kao S§to su novac, vreme i osoblje
ograniceni, tada je bolje opredeliti se za uzorkovanje. Prilikom donoSenja
odluke o tome da li treba uzorkovati ili vrSiti ispitivanje na celoj
populaciji tj. raditi popis, potrebno je voditi racuna o ciljevima, znac¢aju i
dizajnu istrazivanja, zeljenom publicitetu, prirodi i osobinama populacije,
raspolozivim resursima, procedurama za obradu i analizu podataka, kao i
o etickim 1 zakonskim zahtevima.

U danasnje vreme postoji veliki broj loSe odradenih istrazivanja,
pa su mnogi ljudi prilicno skepti¢ni prema vecini istrazivanja. Neki
smatraju da je uzorkovanje loSe i1 da treba istrazivanje vrsiti isklju¢ivo na
celoj populaciji, tj. treba raditi kompletan popis. Kao sto je receno, za
male populacije to nije problem, i kompletnim popisom se eliminiSe
uzoracka greSka. Medutim, popis ne moze iskljuciti neuzoracke greske.
Najvec¢i uzroci greSaka u istraZivanjima su nepokrivenost, neodziv i
nemarnost pri sakupljanju podataka. U opstem slucaju kompletan popis
populacije iziskuje previSe vremena i novca, a ponekad moze biti
destruktivan, a ne elimiSe sve greske. Dakle, ¢ak i kad smo u prilici da
ispitujemo celu populaciju, cesto se odlu¢ujemo da selektujemo samo
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njen manji deo (uzorak) i da na osnovu njega donosimo odluke vezane za
celu populaciju. Postoje mnogobrojni razlozi za to. Uzorkovanje moze
obezbediti pouzdane informacije za mnogo manje novca od popisa.
Podaci dobijeni na osnovu uzorka se brze prikupljaju, pa se i ocene
veli¢ina objavljuju blagovremeno. Osim toga, ocene bazirane na uzorku
su Cesto tacnije od onih dobijenih na osnovu popisa, jer se vec¢a paznja
posvecuje kvalitetu podataka 1 obucavanju osoblja koje sprovodi
istrazivanje, Sto bitno smanjuje greske prilikom istrazivanja.

Mnogo je bolje imati dobra merenja na reprezentativnom uzorku,
nego pristrasna ili nepouzdana merenja na celoj populaciji.
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METODOLOGIJA RAZVIJANJA
UPITNIKA UZ POMOC DELFI METODA
NA KURSEVIMA 1Z STATISTIKE

Mirko Savié
Ekonomski fakultet u Subotici
savicmirko@ef.uns.ac.rs

Izrada upitnika i prikupljanje podataka uz pomo¢ upitnika je segmet
koji se zanemaruje na velikom broju osnovnih kurseva iz statistike. Takvim
pristupom studenti bivaju obuceni da koriste statisticki instrumentarijum za
matematicko-statisticku analizu podataka a da pri tome ne znaju da naprave
osnovni merni instrument u statistici i da prikupe podatke uz pomo¢ njega. Delfi
metod je metod za postizanje konsenzusa unutar grupe eksperata u pogledu
odredenog problema i kao takav moze se veoma lako i efikasno iskoristiti za
definisanje i selekciju pitanja koja ulaze u upitnik. Iz tog razloga je moguée
iskoristiti ovaj metod da bi se studentima demonstrirao proces izgradnje
statistickog upitnika.

Kljuéne reci: Delfi metod, upitnik, kurs

1. UvOD

Kada je u pitanju nastava iz Statistike i ostalih kvantitativnih
predmeta na fakultetima, gotovo po pravilu i uz svega nekoliko
pozitivnih izuzetaka akcenat je na matematiCko-statistickoj analizi koja
se detaljno izuCava tokom celog kursa. Ono S§to se stavlja u drugi plan a
Cesto se 1 u potpunosti zanemaruje jeste planiranje statistiCkog
istrazivanja i u okviru toga statisticko posmatranje odnosno prikupljanje
sirovih podataka. Dolazi se do apsurdne situacije u kojoj su studenti
obuceni da primene statisticke metode za analizu ali nemaju ni
najosnovnije znanje o tome kako izvrSiti prikupljanje podataka nad
kojima analiza treba da se izvrsi.

Posebno osetljivu tacku predstavlja izrada upitnika jer se
metodologija za njihovu izradu uopste ne predaje na vecini kurseva. Ovaj
problem nije prisutan samo na fakultetima u Srbiji nego i u mnogim
drugim zemljama, $to se lako moze zakljuciti ako se pogledaju udzbenici
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stranih autora. Takode, ovaj problem je posebno prisutan na fakultetima
iz oblasti ekonomije i srodnih disciplina.

Kao posledica dolazi do toga da u konkretnim situacijama
studenti (ili diplomirani studenti) koji treba da obave istraZivanje se
ustrucavaju da prikupe podatke odnosno ne znaju da razviju merni
instrument (upitnik) za posmatranje pojave od interesa. Takode se desava
da se napravi upitnik koji nije proSao ni najmanji test u pogledu
validnosti pojedinih pitanja i upitnika kao celine nego su pitanja prosto
nabacana, bez ikakve konsultacije sa stru¢nom literaturom, ekspertima iz
date oblasti 1 sli¢no. Podaci prikupljeni na taj nacin nikako se ne mogu
smatrati relevantnim za posmatrani predmet istrazivanja. Kao krajnja
posledica pojavljuju se rezultati istrazivanja koji daju laznu 1
neobjektivnu sliku o posmatranim varijablama a na osnovu takvih
rezultata izvlaCe se pogresne informacije i zakljucci.

U velikom broju naucnih oblasti, a pogotovo kad su u pitanju
druStveno-humanisticke nauke, Cesto se javlja potreba da se prikupe
odgovaraju¢i podaci 0 jedinicama posmatranja neposredno sa terena,
odnosno od primarnih izvora podataka preko upitnika ili intervjua. Kada
je u pitanju ekonomija, preduzeca imaju potrebu da istrazuju trziste i da
prikupljaju podatke o karakteristikama i ponasanju potencijalnih kupaca,
poslovnih partnera, konkurencije, zaposlenih i sli¢cno. Takode, javna i
drzavna preduzec¢a imaju potrebu da prate veliki broj varijabli vezanih za
stanovni$tvo, urbanizam, privredu, saobracaj itd.

Iz navedenih razloga javila se potreba za razvijanje metodologije
koja bi bila implementirana u nastavi statistike na nivou osnovnih studija
i koja bi se bavila problemom razvijanja upitnika. Postoji veliki spektar
razli¢itih metoda za njihovo razvijanje a ovde je akcenat na izgradnji
upitnika uz pomo¢ Delfi metoda.

Jasno je da metodologija za izradu upitnika podrazumeva jedan
sistemati¢an, obiman i do detalja razraden postupak za koji nema
dovoljno vremena u toku nastave. U pitanju je Citav niz testova, panel
studija i pilot istrazivanja kojima se gradi i testira merni instrument.
Takode, u razli¢itim disciplinama se preferiraju razli¢ite metodologije za
razvijanje upitnika. Zbog duzine i obima materije iz te oblasti potrebno je
odabrati 1 primeniti metodologiju za razvoj upitnika koja nije previse
zahtevna u pogledu vremena a koja ¢e dati kao rezultat dovoljno robustan
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upitnik sa relevantnim pitanjima kojima se zaista meri posmatrani
fenomen. Naravno, studentima treba predociti koliko je izrada upitnika
ozbiljan i kompleksan postupak i da ne treba da misle da ako savladaju
primenu Delfi metoda da su naucili sve $to je potrebno da bi se definisao
visoko kvalitetan upitnik i da je za to potrebno primeniti joS§ testova i
provera.

Dodatna korist koju ¢e imati studenti ako nauc¢e Delfi metod jeste
u tome Sto ovaj metod ima veoma Siroku primenu 1 moZe da se koristi U
bilo kojoj situaciji kada je cilj postizanje konsenzusa oko odredenog
pitanja.

Predmet ovog rada nije detaljna prezentacija Delfi metoda nego
nacin na koji se Delfi metod moze iskoristiti za izradu kvalitetnog
upitnika odnosno kako je moguce iskoristiti ovaj veoma popularni metod
za postizanje konsenzusa u proceduri za izradu upitnika. O samom Delfi
metodu postoji bogata literatura koja potiCe iz razli¢itih naucnih
disciplina i u kojoj se isticu sve mane i prednosti ovog metoda. O tome u
¢e ovom radu biti reCi samo u sazetom obliku i za nekoga ko je vise
zainteresovan za tu temu autor upucuje Citaoca na vise izvora koji se
nalaze u spisku referenci.

Takode, predmet ovog rada nije prikaz kompletne metodologije
za izvodenje statistickog istrazivanja nego samo jednog od njegovih

upitnika. Predavac na kursu iz Statistike moze sam da odluci da li ¢e ovu
metodologiju predstaviti izdvojeno ili ¢e je uklopiti u jednu S$iru
prezentaciju celokupnog statisti¢kog istrazivanja sa svim fazama, pocevsi
od planiranja istrazivanja, preko prikupljanja podataka, pa do statisticke
analize 1 evaluacije istrazivanja. Mnogo toga zavisi od raspolozivog
vremena kao i obima ostale materije koja je predvidena da se obuhvati
kursom.

2. DELFI METOD

Delfi metod je metod za postizanje konsenzusa oko odredenog
pitanja i kao takav moze da se koristi u velikom broju konkretnih
situacija. Prilikom kreiranja upitnika, odnosno izbora pitanja koja treba
da sacdinjavaju upitnik Cesto se javlja dilema oko toga koja pitanja treba
uvrstiti u upitnik a koja ne. Potrebno je, dakle, biti siguran da se
definisanim upitnikom zaista meri pojava koja je predmet istrazivanja

19



Mirko Savié

odnosno da su odabrana pitanja relevantna. Osoba koja dizajnira upitnik,
pa ¢ak i tim istrazivaca, ne moze biti nikada u potpunosti siguran da je
izabrao prava pitanja i potrebna je odredena vrsta eksterne evaluacije.
Ono §to bi bilo od velike pomo¢i dizajnerima upitnika jeste odredeni nivo
konsenzusa oko izbora pitanja od strane osoba koje su stru¢ne u oblasti
koja se istrazuje. Delfi metod upravo nudi moguénost da se izmeri i
postigne zadovoljavajuc¢i nivo konsenzusa oko izbora pitanja. Ovde ¢e
biti re¢i o Delfi metodu koji koristi rangiranje. Procedura ima nekoliko
koraka:

a) lzbor grupe eksperata

b) Pozivanje eksperata na saradnju i dobijanje njihovog pristanka

c) Slanje inicijalne liste pitanja ekspertima

d) Evaluacija pitanja od strane eksperata

e) Sumiranje i analiza rangiranja

f) Slanje povratne informacije ekspertima sa modifikovanom listom

g) Reevaluacija pitanja od strane eksperata

h) Sumiranje, analiza reevaluacije i izraCunavanje koeficijenta

konkordacije
i) Kraj iteracije
Koraci od d) do h) se ponavljaju najviSe u tri iteracije a sa

iteracijama moze da se prestane onog trenutka kada je postignut
koeficijent konkordacije ve¢i od 0,7 odnosno tada se smatra da je
postignut konsenzus medu ekspertima o listi pitanja.
metoda i ona se sastoji u tome da se izaberu stru¢njaci iz oblasti iz koje je
1 predmet istrazivanja. Pod ekspertima se ne podrazumevaju samo nauc¢ni
radnici odsnosno istrazivaci iz date oblasti nego to mogu da budu i drugi
stejkholderi. Na primer, ako je u pitanju anketa koja je vezana za trziste
rada, onda kao eksperti mogu da se pojave i zaposleni u nacionalnoj
sluzbi za zapoSljavanje, predstavnici sindikata, predstavnici lokalne
samouprave, predstavnici poslodavaca i slicno. Klju¢no je da to budu
osobe koje zaista poseduju visok nivo znanja o predmetu istrazivanja.
Pored toga, preporucuje se da kao eksperti budu ukljuceni stru¢njaci koji
poznaju posmatranu oblast iz razli¢itih uglova.
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Preporuka je da grupa eksperata bude sacinjena od 10 do 18

osoba. Za potrebe prezentacije Delfi metoda studentima nije potrebno

angazovati tako veliki broj eksperata. Za demonstraciju celog postupka

dovoljno je da se angazuje 3 do 5 stru¢njaka da bi studenti prosli
postupak evaluacije od pocetka do kraja.

Takode je veoma bitno da niko od eksperata ne zna ko su ostali
¢lanovi ekspertske grupe. Jedino administrator (dizajner) celog postupka
treba da zna koji su eksperti izabani u grupu. Na taj nacin se obezbeduje
nepristrasnost celog postupka jer eksperti ne mogu da uticu jedan na
drugoga.

b) Pozivanje eksperata na saradnju i dobijanje njihovog
pristanka. Kada je formirana grupa eksperata, administrator stupa u
kontakt sa njima i1 poziva ith na saradnju odnosno uceS€e u procesu
evaluacije pitanja. Poziv mora da sadrzi kratko i razumljivo obrazlozenje
zaSto je potrebno njihovo ucesc¢e kao 1 planirano opterecenje eksperata u
pogledu vremena koje oni treba da odvoje za rangiranje pitanja. U nekim
slucajevima se trazi i pismena potrvrda o prihvatanju ucesc¢a u evaluaciji.
Ono $to je potvrdila praksa jeste da ukoliko se neko prihvati da bude
ekspert velika je verovatnoca ¢e to ostati do kraja postupka. Drugim
re¢ima, stopa odustajanja eksperata usred procedure je veoma mala Sto
doprinosi odrzivosti celog postupka (Okoli & Pawlowski, str. 20).

¢) Slanje inicijalne liste pitanja ekspertima. Administrator $alje
inicijalnu listu pitanja ekspertima sa jasnim obrazlozenjem kako da
rangiraju pitanja i kako da daju svoje sugestije. Ukoliko nije u pitanju
prva iteracija nego neka naredna, administrator Salje listu pitanja sa
naznakama i zapazanjima vezanim za prethodnu evaluaciju.

d) Evaluacija pitanja od strane eksperata. Prema uputstvu koje
su dobili, eksperti rangiraju pitanja prema znafaju za posmatrani
problem. Rang 1 se dodeljuje najbitnijem pitanju, rang 2 sledeCem po
znacaju 1 tako dalje. Moguce je dodeliti isti rang za nekoliko pitanja ako
ih ekspert smatra podjednako vaznim. Postoji 1 opSirnija varijanta koja
pruza moguénost ekspertima da predloze modifikaciju ponudenih pitanja
kao i dodavanje novih pitanja u upitnik.

Ukoliko nije u pitanju prva iteracija nego neka naredna, ekspert je
dobio korigovanu listu pitanja sa naznakama i zapazanjima o tome kako
su drugi eksperti izvrsili rangiranje, kao i eventualna nova pitanja koja su
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predlozena. Na osnovu toga ekspert iznosi nova zapazanja i1 eventualno
koriguje svoje stavove.

U ovoj fazi moze da se pojavi problem u slucaju da neko od
eksperata nije dovoljno azuran pa kasni sa svojim delom zadatka.
Administrator u tom slu¢aju mora da ulozi dodatni trud i da podstakne
datog eksperta da zavrsi evaluaciju 1 posalje svoje rezultate na vreme.

e) Sumiranje i analiza rangiranja. Ova faza je izuzetno
osetljiva i mnogo toga zavisi od iskustva i sposobnosti administratora da
na pravi nacin sagleda rezultate koje dobija od eksperata. Potrebno je
dodati nova pitanja u listu, izmeniti stara (ako su to sugerisali eksperti),
uporediti rangiranja eksperata i razmotriti sve njihove sugestije. Samim
tim jasno je da administrator mora da bude neko ko dobro poznaje
problematiku istrazivanja da bi mogao da obavi taj zadatak.

f) Slanje povratne informacije ekspertima sa modifikovanom
listom. Kada je sve sumirao, administrator Salje korigovanu listu pitanja
ponovo ekspertima da bi oni mogli jo§ jednom da obave rangiranje. Uz
ovu korigovanu listu administrator mora da posalje i pazljivo formulisana
misljenja drugi eksperata iz grupe sa ciljem da se priblize medusobni
stavovi unutar grupe.

g) Reevaluacija pitanja od strane eksperata. Na osnovu
informacija koje su dobili od administratora eksperti rangiraju
korigovanu listu pitanja i ponovo daju misljenje o trenutnoj listi, takode
komentarisuci stavove drugih eksperata, ako za tim imaju potrebu.

h) Sumiranje, analiza reevaluacije i izra¢unavanje
koeficijenta konkordacije. Administrator jo§ jednom rezimira i
uskladuje stavove eksperata i izraCunava koeficijent konkordacije.
Postoji vise naina za izraCunavanje ovog koeficijenta ali preovladava
misljenje da je Kendall-ov koeficijent korelacije ranga najpodesniji.
Pomenuti koeficijent se izracunava na sledeci nacin:

Formula ukoliko ne postoje zajednicki rangovi:

n n 2
2_ .
o rhs-(ts)

n n®—n
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gde je:

m — broj numerickih serija

n — broj podataka u svakoj seriji

Si, 1=1, 2, ..., n—zbir rangova po redovima.
Formula ukoliko postoje zajednicki rangovi:

I 12 i:1SI i=1SI

12 =5 K

m=-n (n3—n)— T
=]

Korektivni faktor se izracunava na osnovu sledec¢e formule:
k 1 k
ST=—>k3-k
i=1 12 il( )

gde je:

k — broj obelezja koja imaju zajedni¢ke rangove.

Ukoliko je koeficijent konkordacije vec¢i od 0,7 smatra se da je
postignut konsenzus izmedu eksperata u pogledu liste pitanja. U
suprotnom konsenzus ne postoji i potrebno je nastaviti postupak
evaluacije.

1) Kraj iteracije. Delfi metod zapravo moze da ima tri ishoda:

e Konsenzus je postignut odnosno koficijent konkordacije je
veci od 0,7. To znaci da je lista pitanja koja treba da udu u
upitnik definisana i time se Delfi metod zavrSava, a u upitnik
ulazi unapred odredeni broj pitanja pocevsi od onoga koji ima
najveci prosecni rang.

e Konsenzus nije postignut i administrator nastavlja sa
iteracijama dok se ne postigne Zeljeni nivo konsenzusa.
Postupak se nakon treée iteracije moze nastaviti jedino ako su
se eksperti slozili da nastave sa evaluacijom pitanja.
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e Konsenzus nije postignut ni posle tre¢e iteracije i
administrator zakljuuje da nema svrhe nastaviti sa

iteracijama. Definitivna lista pitanja za upitnik se ne moze
izraditi.
3. IMPLEMENTACIJA METODOLOGIJE NA
KURSU IZ STATISTIKE
Polazi se od pretpostavke da su studenti upoznati sa pojmom
statistiCkog istrazivanja i sa njegovim fazama. Pored toga, studenti treba
da poseduju osnovna znanja o nacinima prikupljanja podataka. Tek

nakon §to su studenti stekli pomenuto predznanje, moguce je primeniti
ovu metodologiju.

Metodologija za implementaciju razvijanja upitnika preko Delfi
metoda u nastavi se sastoji iz slede¢ih koraka:

Prezentacija Delfi metoda

Definisanje predmeta i problema istrazivanja
Formiranje tima za istrazivanje

Izrada inicijalne liste pitanja

Implementacija Delfi metoda

Evaluacija postupka razvijanja upitnika

o khwbdpE

Ceo postupak zahteva izvesno vreme i nije moguce zavrsiti
implementaciju na samo jednom predavanju. Pravi pristup bi bio da se u
nekoliko uzastopnih predavanja odvoji po jedan deo Casa za rad na
Kreiranju upitnika.

3.1. Prezentacija Delfi metoda

Prvi korak u implementaciji metodologije jeste da se Delfi metod
predstavi na jednostavan i razumljiv nac¢in studentima da bi oni mogli da
shvate njegov znacaj u celoj proceduri.

3.2. Definisanje predmeta i problema istrazivanja

Da bi se studenti na adekvatan nacin upoznali sa metodologijom
za razvoj upitnika najbolji nacin je da se osmisli konkretno istrazivanje u
kojem bi bio upotrebljen upitnik za prikupljanje podataka. Potrebno je da
predava¢ odredi predmet istrazivanja koji je vezan za neku aktuelnu
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problematiku u okviru nau¢nog polja u kojem se predaje statistika. Na
primer, ako je to ekonomija, onda predmet istrazivanja moze da bude
vezan za trziSte, cene, potroSnju, robu i slicne kategorije. Bitno je da
tema bude aktuelna, zanimljiva i vezana za buducu struku studenata.

U ovoj fazi predava¢ moze da donese odluku da li da se napravi
dizajn kompletnog statistickog istrazivanja ili da se fokusira samo na
postupak izrade upitnika. U ovom radu je prezentovana druga opcija.

3.3. Formiranje tima za istraZivanje

Od prisutnih studenata formira se tim za istraZivanje koji ¢e usko
saradivati sa predavacem. Tim ne treba da broji vise od tri do pet
studenata. Bilo bi korisno da sve §to ¢lanovi tima budu radili da se radi
pred ostalim studentima, na samom casu, da bi svi studenti mogli da
prate postupak. Druga varijanta koja bi bila manje zahtevna po pitanju
vremena jeste da studentski tim nakon svake faze izrade upitnika referiSe
na Casu dokle se stiglo sa izradom upitnika i kako je protekla poslednja
uradena faza.

U okviru tima je potrebno odabrati jednog studenta koji bi bio
administrator u okviru Delfi metoda dok bi ostali studenti bili zaduzeni
za direktnu komunikaciju sa ekspertima.

3.4. lzrada inicijalne liste pitanja

Organizuje se mali brainstorming gde studenti u komunikaciji sa
predavacem predlazu pitanja koja bi bila pogodna za upitnik. Takode se
raspravlja o formulaciji pitanja, na koji nafin respondenti treba da
odgovore na njih (vrsta obelezja) i koji ¢e biti njihov redosled. U ovoj
fazi moze se dati vremena studentima da konsultuju odgovarajucu
literaturu, pronadu ranija istrazivanja na istu temu i da na naredni Cas
donesu svoje predloge.

Kao rezultat ove faze dobija se inicijalna lista pitanja koja
predstavlja input za Delfi metod. To znaci da ¢e ova lista pitanja biti
obradena kroz Delfi metod i da evaluacija eksperata kre¢e sa njom. Broj
pitanja u inicijalnoj listi nije ogranicen, ali za lakSe savladavanje materije
od strane studenata nije potrebno da bude mnogo pitanja. Dovoljno je da
lista sadrzi 10 do 15 pitanja od kojih ¢e u finalnoj formi upitnika ostati 7
do 8 pitanja. Naravno, studentima treba naglasiti da je ovo jedan Skolski
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primer i da u praksi broj pitanja u inicijalnoj listi moze da bude i po
nekoliko puta veéi.

Lista pitanja je smeStena u tabelu koja ima slede¢i izgled:

Pitanje Rang pitanja Napomena
1. Pitanje
2. Pitanje
3. Pitanje

Predlog novih pitanja:

U koloni sa napomenom ekspert moze da iznese svoje misljenje o
tome kako je moguce preformulisati dato pitanje kao i dodatna zapazanja
u vezi datog pitanja. U poslednjem redu eckspert moze da predlozi
dodatna pitanja koja mogu da budu uvrstena u upitnik.

3.5. Implementacija Delfi metoda

Implementacija Delfi metoda treba da ide po istoj proceduri koja
je prezentovana studentima na pocetku predavanja.

Izbor grupe eksperata. Studenti biraju ¢lanove grupe eksperata,
a najbolje i najjednostavnije je da to bude iz redova profesora i asistenata
na svom fakultetu. U toj grupi sasvim je dovoljno da se nade oko 3 ¢lana.
Na taj nacin ceo postupak evaluacije ¢e biti brze obavljen. Odreduje se
student (ili studenti) koji ¢e biti zaduzen za direktnu komunikaciju sa
ekspertima. Prikupljaju se njihovi kontakt telefoni i mail-ovi.

Pozivanje eksperata na saradnju i dobijanje njihovog
pristanka. Stupa se u kontakt sa ekspertima i zamoljavaju se za saradnju.
Iskustvo je pokazalo da je vecina nastavnika i saradnika veoma voljna za
ucesce u procesu evaluacije. Ono sto je ovde kljucno jeste da se utvrdi da
li ¢e svaki ekspert biti dostupan u predvidenom periodu od desetak dana
da bi se postupak izveo do kraja. Takode je bitno objasniti svakom
ocenjivacu koliko vremena priblizno treba da izdvoji da bi obavio
evaluaciju.

Slanje inicijalne liste pitanja ekspertima. Inicijalna lista se
dostavlja ocenjivac¢ima u odgovarajucoj formi (na papiru ili mail-om).
Student koji je zaduzen za kontakt daje uputstva ekspertu kako da izvrsi
evaluaciju. Preporucuje se da se lista pitanja dostavi li¢no 1 da se ekspert
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zamoli da evaluaciju obavi odmah jer ¢e se tako ceo proces dodatno
ubrzati.

Evaluacija pitanja od strane eksperata. Ukoliko ekspert dobije
listu pitanja li¢no postoji Sansa da ¢e on odmah izvrsiti evaluaciju a to
znaci da ¢e administrator istoga dana imati rangove 1 sugestije eksperata
na raspolaganju.

studente kod kojeg je neophodna znacajna pomo¢ predavaca.
Administrator moze ve¢ ovde da pokuSa da izracuna koeficijent
konkordacije i da izvede zakljuc¢ak koliko je blizu Zeljenoj vrednosti od
0,7. Potrebno je preko deskriptivne analize za svako pitanje otkriti gde se
javljaju najveca odstupanja i ekstremne vrednosti rangova. Tamo gde se
otkriju ekstremne vrednosti sastavlja se odgovaraju¢i komentar koji ¢e
biti poslat onom ekspertu koji je naveo tu vrednost ranga da mu se ukaze
da njegovo misljenje znacajno odstupa od ostalih.

U ovoj fazi se vrS$i modifikovanje postoje¢ih pitanja na osnovu
sugestija eksperata kao i dodavanje novih pitanja koje su oni predlozili.
Ovaj deo sa novim pitanjima bi trebalo da se javlja samo u prvoj i
evenutalno u drugoj iteraciji Delfi metoda.

Ova faza moze da bude podeljena na vise manjih operacija gde bi
svaku operaciju obavljao po jedan student. Na taj nacin bi viSe njih bilo
ukljuceno pa bi jedan student izracunavao koeficijent konkordacije, drugi
bi radio deskriptivnu analizu a tre¢i bi davao odgovaraju¢e komentare.

Slanje povratne informacije ekspertima sa modifikovanom
listom. Studenti zaduzeni za kontakt sa ekspertima Salju im korigovanu
listu sa komentarima. Pomenuti studenti moraju da budu upoznati sa
sadrzajem korigovane liste da bi mogli da daju dodatne informacije
ekspertima ako je to potrebno.

Reevaluacija pitanja od strane eksperata. Eksperti na osnovu
dobijenih komentara ponavljaju postupak evaluacije i eventualno daju
dodatna objasnjenja.

Sumiranje, analiza reevaluacije i izracunavanje koeficijenta
konkordacije. Nakon reevaluacije administrator izra¢unava koeficijent
konkordacije i radi deskriptivnu statisti¢ku analizu. Ukoliko je koeficijent
iznad 0,7 postupak je zavrSen a ukoliko nije zapocinje se nova iteracija.
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Kraj iteracije. U idealnoj situaciji slaganje izmedu eksperata se
postize sa najvise tri iteracije i dobija se spisak relevantnih pitanja za
upitnik. U suprotnom treba napraviti joS nekoliko iteracija ili zavsiti Delfi
metod uz konstataciju da konsenzus nije postignut. Cak i ako se to
dogodi studenti ¢e upoznati metodologiju i shvatiti koliko definisanje
upitnika moze da bude ozbiljan problem u praksi.

3.6. Evaluacija

Nakon sto je Delfi metod zavrSen 1 bez obzira na to da li je
upitnik definisan ili nije, vrS$i se rekapitulacija implementirane
metodologije. Svaka faza od pocetka do kraja treba da se objasni.
Prilikom ove prezentacije potrebno je da studenti vide kako je izgledao
spisak pitanja nakon svake iteracije a takode 1 kako su izgledali
komentari i sugestije kako eksperata tako i administratora.

Najbolja varijanta u ovoj fazi bi bila kada bi sami studenti koji su
radili na kreiranju upitnika objaSnjavali svojim kolegama Sta je uradeno 1
na kakve su konkretne probleme nailazili.

Izuzetno je vazno skrenuti paznju da je pored Delfi metoda
potrebno izvrSiti testiranje upitnika sa aspekta kako interne tako i1
eksterne validnosti. U kranjoj liniji, studenti moraju znati da ako su dobili
pitanja koja su relevantna sa aspekta eksperata, da to jos uvek ne znaci da
pitanja ¢ine homogenu i funkcionalnu celinu u potpunosti. Ukoliko
postoji prostor na kursu, ovaj deo razvijanja upitnika bi takode trebalo
obraditi odnosno demonstrirati kako se izvodi testiranje upitnika, kako se
sprovode pilot istrazivanja i drugi metodi.

4. ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

Veoma je bitno da studenti na kursu iz statistike nauce kako se u
praksi prikupljaju podaci na razli¢ite nacine. Zbog velikog obima
materije koja treba da se savlada iz celog predmeta nije moguce posvetiti
dovoljno paznje ovom segmentu statistickog istrazivanja. Ipak, da bi
studenti znali da prikupe kvalitetne podatke moraju da bar u osnovnim
crtama dobiju informacije o tome kako se definiSe upitnik kao osnovni
merni instrument u statistici.

U ovom radu je predstavljena metodologija za definisanje
upitnika uz pomo¢ Delfi metoda. Pored svih svojih nedostataka ovaj
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metod moze da posluzi tome da studenti nauce metodologiju za izbor
relevantnih pitanja koja treba da se uvrste u upitnik.

5.

1.
2.
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U ovom tekstu analiziraju se neki aspekti univerzitetske nastave osnova
matematike za ne-matematicare. Posebno se bavimo programom master studija
iz primenjene statistike, preciznije predmetom linearna algebra i kalkulus.
Analiziramo matematicke pojmove potrebne za ovaj program i raspravljamo o
didaktickim aspektima njihove prezentacije. Nakon pregleda nastavnih jedinica
ovog programa i njihove povezanosti sa drugim poljima relevantnim za ovu
naucnu oblast, analiziramo didakticke aspekte. Ti aspekti povezani su
sklonostima i usmerenjima studenata, njihovom motivacijom da razumeju i
primenjuju matematiku, kao i sa nekim drugim uslovima. U ovoj analizi dajemo i
neke opste zakljucke o ulozi matematike u studijama primenjene statistike.

1. UvOD

Nakon Bolonjskih promena u programima visokog obrazovanja,
sve se CeS¢e dogada da becelor sa jednog studijskog programa upise
master studije iz neke druge oblasti. Razlozi su razli¢iti, ponekad
povezani sa stanjem na trziStu rada, ili sa uverenjem da je u novom
podrucju lakse steci kvalifikaciju, ili najzad zato Sto je student shvatio da
prethodne studije nisu bile njegov optimalni izbor. Osim ovih razloga, na
nivou master studija postoje i interdisciplinarni studijski programi, dakle
oni koji povezuju ili se odnose na nekoliko podrucja. Upis na takve
master studije je logican izbor za becelore u svim oblastima koje su na
neki naéin vezane uz temu ovih master studija.

Master studijski program iz primenjene statistike upucen je
becelorima iz drustvenih nauka, ekonomije, tehnologije, medicine itd.
Jasno je da je ovim studentima potrebno veliko znanje matematike.
Budu¢i da upisuju program nakon raznih osnovnih (becelor) studija,
njihova predznanja iz matematike u opstem slucaju veoma se razlikuju.
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To otvara problem ne samo u izboru tema koje ¢e na kursu biti izlagane,
ve¢ 1 u nacinu na koji ove teme treba razraditi I prezentovati. Osim toga,
primeri 1 zadaci za vezbu trebalo bi da budu neposredno povezani sa
primenama statistike i moguénostima njene upotrebe.

Navedeni aspekti nastave matematike za (primenjene) statisticare
obradeni su u ovom tekstu.

2. NASTAVNE JEDINICE | KAKO IH
PREZENTOVATI

Uvidom u planove i programe za primenjenu statistiku na svim
univerzitetima u Evropi koji imaju takve ili sli¢ne studijske programe,
lako se uocava da se teme na osnovnom kursu iz matematike vise ili
manje poklapaju:

e neke uvodne teme iz logike, skupova, relacija i funkcija;
e osnovi kombinatorike ;

e osnove linearne algebre (sistemi linearnih  jednacina,
determinante, matrice);

e kalkulus (struktura realnih brojeva, realne funkcije jedne
promenljive, diferencijalni i integralni racun), funkcije s viSe
promenljivih, parcijalni izvodi, problem optimizacije.

Logicki pristup treba da obnovi neka opste pojmove u vezi sa
izvodenjem matematickih tvrdnji i nekoliko osnovnih pravila, kao $to su
modus ponens, zakoni kontrapozicije i svodenja na protivre¢nost i jo$
neka, ali samo na neformalan nacin i kroz konkretna izvodenja. Prilikom
podsecanja na (Bulovu) algebru skupova i na svojstva skupovnih
operacija, treba imati na umu algebru dogadaja u teoriji verovatnoce. To
je isto tako dobro mesto da se objasne osnovni pojmovi kombinatorike.
Binarne relacije bi treble biti povezane sa njihovim karakteristiénim
funkcijama, i zato prikazivane tablicama; odgovarajué¢e primene su baze
podataka. Osim toga, tabli¢ni prikaz omogucuje vizualnu analizu relacija
(refleksivnost, simetricnost, anti-Simetri¢nost, a takode relacije
ekvivalencije i njihovi blokovi mogu biti identifikovani). Medu posebnim
binarnim relacijama, ekvivalencija i poredak treba da budu posebno
naglaSeni. Dovoljno je da se poredak poveze sa brojevima i skupovima.
Relacije ekvivalencije moraju biti povezane sa koli¢ni¢kim skupovima,
odnosno particijama. Pogodni su primeri npr. razlomaka kao klasa
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uredenih parova, ili vektora u ravni; u oba slucaja jednakost i operacije
mogu se objasniti u preko predstavnika klasa.

Korespondencija treba da se uvede analogno binarnim relacijama,
uz pomo¢ reprezentacije putem dijagrama 1 tablica (karakteristicna
funkcija). Jasno je da funkciju treba predstaviti kao posebnu
korespondenciju, ali je objasniti ravnopravno i kao "proceduru” odnosno
"pravilo". Posebno treba istaéi operacije kao specijalne funkcije i ukazati
na razliku izmedu njih i relacija. Pogodni su i poznati primeri binarnih
operacija s brojevima (sabiranje, mnozenje).

Osnovna srednjoskolska znanja o brojevima treba obnoviti i
sistematizovati. Nije potrebno eksplicitno uvoditi algebarske strukture
kao §to su grupoid, polugrupa, grupa, prsten, integralni domen ili polje;
ali je svakako potrebno da se jasno istaknu i obrade njihova svojstva i to
kroz izlaganje poznatih svojstava operacija sa brojevima. Metodoloski,
postoje dve glavne opcije za uvodenje i razvoj pojma broja: Ili poceti s
prirodnim brojevima a zatim analizirati i opisati strukturu celih brojeva i
postepeno doci do realnih i kompleksnih brojeva; ili analizirati strukturu
(polje) realnih (kompleksnih) brojeva i identifikovati druge skupove
brojeva kao odgovaraju¢e podstrukture. Za ovaj kurs predlazemo prvu
opciju. Postoji nekoliko razloga. Prvo, ove teme nisu nove, ali ih treba
obnoviti 1 zatim sistematizovati imaju¢i u vidu njihova svojstva i
upotrebu. U tu svrhu, npr., motivisati uvodenje brojeva polazec¢i od
potrebe dobijanja reSenja jednaéine a+Xx = b za sve prirodne brojeve a,b
bolje je nego identifikovanje strukture celih brojeva u polju realnih, na
slican nacin i u drugim slucajevima. Eksplicitnu skupovnu izgradnju
brojeva (npr. celi brojevi kao klase ekvivalencije uredenih parova
prirodnih brojeva u odnosu na jednakost zbira odgovaraju¢ih
komponenata) treba izbjegavati, ili je svesti na opis i komentare u vezi sa
razlomcima, jer je ta konstrukcija dobro poznata. Drugi razlog za
uvodenje brojeva preko skupovne inkluzije odnosi se na algebarska
svojstva navedenih struktura (grupe, prsteni, itd.). Polaze¢i od prirodnih
bojeva (kao strukture polu-prstena), lako je uvesti svojstva prstena bez
izri¢itog definisanja same strukture, sli¢no je i sa (poljima), racionalnih i
realnih brojeva. Konaéno, uzimajuci u obzir cilj i svrhu ovog studijskog
programa, neophodno je uvesti i uvezbavati aritmeticke tehnike kroz
konkretne probleme i primere.
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Osnove linearne algebre ovde su predstavljene sistemima
linearnih jednacina, determinantama i matricama. Vektorski prostor R"
nad R nije neophodno eksplicitno definisati, iako se vektori, skalari i
odgovarajuc¢e operacije pojavljuju u tom kontekstu i njihova svojstva
treba objasniti. Kao i obi¢no, determinante se uvode zajedno sa sistemom
od dve i tri linearne jednacine. U tom kontekstu pogodno je i predstaviti
njihova svojstva. Definicija determinante reda n moze biti uvedena
pomocu rekurzivne formule, a pravilna definicija u vidu odgovarajuceg
zbira proizvoda (koris¢enjem permutacija i broja inverzija) moze se
dodatno dati kao informacija. U vezi sa matricnim ra¢unom, vazno je
naglasiti svojstava zbira i proizvoda, a time i (implicitno) predstaviti
osobine prstena kvadratnih matrica: nekomutativnost mnoZzenja,
postojanje jedini¢ne matrice i delitelja nule. U tom kontekstu, inverznu
matricu treba uvesti kao inverzni elemenat same strukture, a samu
konstrukciju opisati kroz primere.

Kao i obi¢no, nizovi brojeva uvode se pomoc¢u poznatih primera,
a njihove granicne vrednosti detaljnim  geometrijskim opisom i
objaSnjenjem na realnoj pravi; zatim dolazi pravilno definisanje tog
pojma i opis tehnika za odredivanje i analizu grani¢nih vrednosti nizova.
Opsti pristup realnim funkcija je standard na svim kursevima matematike
za ne-matematic¢are. Ono S$to je specificno u ovom kursu je da svojstva
treba motivisati i predstavljati kroz konkretne primere koji proizlaze iz
rada sa raznim bazama podataka, eksperimenata, dogadaja. Kao uvod u
grafike funkcija, pogodno je koriStenje poligona, histograma frekvencija,
raznih tablica iz prakse. Nakon standardne prezentacije elementarnih
funkcija, diferencijalni racun treba izloziti 1 putem odgovarajuce
definicije ali i predstavljanjem izvoda kao operatora. Ovaj drugi pristup
je veoma vazan, budu¢i da se Koristi kao alat za sve primene. U
sveukupnom predstavljanju realnih funkcija koriste¢i diferencijalni
racun, potrebno je analizirati one koje su povezane s raspodelom
verovatnoée. Isto vazi 1 za integralni ratun 1 parcijalne izvode.
Konkretno, Kkoristiti geometrijsku interpretaciju pri objasnjavanju
osnovnih svojstava integrala uvek imajuci na umu svojstva raspodela. Za
parcijalne izvode vaZi isto $to je ve¢ spomenuto za diferencijalni racun:
naglasiti opis putem operatora.
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3. KAKO PREDAVATI

Kao $to je ve¢ navedeno, studenti Koji upisuju ove master studije
imaju razli¢ita znanja iz matematike. Neki od njih nikada nisu ni imali
matematiku na nivou osnovnih studija, a kod onih koji jesu, taj kurs imao
je razli¢it obim 1 tezinu. Stoga nastavniku nije lako odrzavati
odgovaraju¢i tempo na predavanjima, niti je jednostavno odrediti koliko
informacija i detalja odgovarajuceg gradiva prezentovati. Jedan nacin da
se prevazide ovaj problem je da se svaka tema uvede paralelno sa
problemom do koga se dolazi u njenim primenama i da se oblast, pojam i
sl., analizira pre navodenja stroge definicije, odnosno kada se uvodi nova
matematicka tema, oblast, pojam i sli¢no:

e Krenuti sa primerom u kome se novi pojam (implicitno) javlja.

e Zatim objasniti neformalno, opisno novi pojam, bez (previse)
formula.

e Ponovo prezentovati primer.

e Najzad dati preciznu matematicku formulaciju (definiciju,
tvrdenje,...).

e Ako treba dokazati tvrdenje, prvo ilustrovati dokaz na primeru.
e Zatim navesti korektan dokaz.
e Ponovo se vratiti polaznom primeru, sada u novom kontekstu.

Za vezbe, treba pronaci probleme u kojima bi studenti morali
otkriti nuznost koris¢enja nekog matematickog postupka. Predstaviti
probleme s nekoliko mogucih pristupa i motivisati studente da istrazuju i
pronalaze pogodne algoritme. Ohrabriti studente na razumevanje tema,
formulacija i teorema.

Treba odrzavati stalan kontakt sa kolegama koji predaju strucne
predmete (vezane za statistiku i njene primene).

Isto tako, vazno je koriS¢enje nekog opSteg matematickog
softvera (to moze biti npr. Mathematica), naro€ito za reSavanje prakti¢nih
problema 1 uopste na vezbama. Tako se studenti uvezbavaju u radu sa
odgovaraju¢im programima, kako bi kasnije lakSe prihvatili i koristili
neophodne statisti¢ke pakete.
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Nakon ukazivanja na znacaj statistickog znanja za razvoj sociologije
kao nauke, rad se bavi prikazom odabranih, najznacajnijih problema koji se
Javljaju u nastavi statistike na fakultetima drustvenih nauka. Takode se nakon
izdvajanja problema nude i moguca resenja do kojih se doslo u dosadasnjim
istrazivanjima ove problematike. Autor izdvaja dve velike grupe poteskoca kada
su u pitanju statisticki kursevi na studijama sociologije: prvi su metodicke i
sadrzinske prirode, a drugi organizacione.

Kljuéne reéi: sociologija, statistika, statisticki Kursevi.

1. UvOD

Sociologija 1 statistika su oduvek bile tesno povezane. Medutim,
njihova saradnja je tokom istorije Cesto bila uslovljena kako nac¢inom
prikupljanja podataka u sociologiji, tako i razvojem statistickih tehnika
koje su mogle da zadovolje sloZzenost istrazivanja druStvenih pojava.
Tako Clogg (1992) smatra da je razvoj socioloSke metodologije i
kvantitativne sociologije oduvek bio tesno povezan sa razvojem
statistiCke teorije 1 metodologije. On primenu kvantitativnih metoda u
sociologiji deli na dva istorijska perioda, pre i posle Drugog svetskog
rata. Zbog fragmentarnog prikupljanja podataka, prvi period odlikuje
primena deskriptivne statistike i jednostavnijin metoda, dok su se u
drugom periodu, sa poveéanjem obima podataka, pocele primenjivati i
sloZenije statisticke tehnike.

U skladu sa ovakvom podelom, Raftery (2001) izdvaja tri
posleratna perioda u primeni statistiCkih metoda u sociologiji i naziva ih:
unakrsno tabeliranje, istraZivanje podataka na nivou jedinica i novije
forme podataka. Prvi period nastaje odmah nakon Drugog svetskog rata,
drugi pocinje da se razvija u ranim 60-im godinama proS§log veka, dok

36



Odabrana poglavlja iz metodologije nastave primenjene statistike
tre¢i kre¢e od kasnih 80-ih. Ono $to je, po ovom autoru, karakteristi¢no
za ovako izdvojene periode primene statistike u sociologije je to $to su
svi oni 1 danas aktuelni u socioloskim istrazivanjima.

Ocito je da sociologija koristi statisticke metode u proveravanju
svojih teorija, ali je problem koji se uocava koliko ¢esto i ispravno to
Cini. Stoga se i mnoge kritike upucene na racun sociologije od strane
samih sociologa odnose upravo i na primenu statistickih metoda u
sociologiji. Jedna od ovih kritika pojavila se devedesetih godina XX veka
medu americkim sociolozima. Jednu stranu ovog problema objaSnjava
Cole (1994). On smatra da je sociologija toga vremena 1) patila od
nedostatka teorije koja se moze operacionalizovati u istrazivanjima, 2) da
se njen teorijski razvoj nije mogao meriti sa razvojem teorija u prirodnim
naukama, 3) da ne postoji kognitivni konsenzus, 4) a i da je metodologija
u velikom neskladu sa istrazivackim nalazima. Na sli¢an nacin reaguje 1
Collins (1994). Po njegovom misljenju, napredak statisticke metodologije
nije doveo do visokog stepena uniformnosti u nacin na koji sociolozi
sprovode svoja istrazivanja i nije proizveo konsenzus ili pak brzo
otkrivanje sustinskih pitanja.

Pored proveravanja svojih teorija, razvijanja metodologije,
preciznosti obrade i analize podataka, sociologija prepoznaje se jos jednu
korist koju moze imati od statistike. Ona se ogleda u sve prisutnijoj
saradnji sa drugim naucnicima prilikom objavljivanja naucnih radova.
Bave¢i se analizom koautorskih mreza u sociologiji, Moody (2004)
zakljuCuje da je koautorstvo sve ceS¢e u sociologiji, ali da nije
ravnomerno distribuirano medu socioloskim disciplinama. Ono je CeSce
prisutno u oblastima u kojima postoji kvantitativna analiza. Ovaj nalaz
upucuje na to da teorijski naklonjeni sociolozi sve cCeS¢e prepoznaju
znacaj proveravanja svojih teorijskih stanovista statistiCkim metodama,
ali i na to da im je u tu svrhu potrebna pomo¢ drugih. Iako se na
nastavnike statistike, pa sam tim i na statistiku, gleda kao na “servisere”
koji opsluzuju druge studijske programe (Snelgar and Maquire, 2010),
Ray (1974) veruje da statisticar u kombinaciji sa nestatisticarem nikada
nece biti toliko efikasan kao jedan naucnik koji kombinuje obe vestine.
Samo dobro poznavanje socioloskih problema i statisti¢kih tehnika moze
da da optimalnu kombinaciju karakteristike podataka 1 analitickih
metoda.
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2. MOGUCI PROBLEMI U ORGANIZOVANJU
NASTAVE STATISTIKE

Na osnovu nalaza gore iznesenih radova, neminovno se namece
zakljucak da je za savremeni poziv sociologa, ali i buduénosti sociologije
kao nauke, neophodno adekvatno obrazovanje obogaceno kursevima iz
statistike. Ali, kakav sadrzaj ponuditi na ovim kursevima i kako pribliziti
statisticki nacin razmisljanja i statisticke metode studentima drustvenih
nauka, pitanja su kojima se odavno poklanja velika paznja.

Iako studenti sociologije imaju predstavu o tome S§ta su
istrazivanja masovnih pojava, oni imaju vrlo malo ili ¢ak nimalo
statistickog predznanja kada upisuju fakultete. Stoga Boynton (2004)
upozorava da je nastava iz statistike Cesto neefikasna jer je previse
napredna za mnoge studente. PogreSno planiranje statistickih kurseva od
strane nastavnika deSava se jer se znanje studenata ne procenjuje pre
pocetka kursa. Posledica neprilagodenog nivoa znanja koje nudimo
studentima je da oni ne mogu da koriste primere koje su radili na casu,
nego se fokusiraju na memorisanje testova a da pri tome nemaju
razvijenu svest o tome pod kojim okolnostima treba da ih koriste.

Druga Cesta greSka u nastavi statistike je Sto mnogi nastavnici
kombinuju klasi¢na predavanja sa softverima za statistiCku analizu. lako
je korisc¢enje ovih programa od vitalnog znacaja, Boynton (2004) smatra
da njihovo prerano koriS¢enje moze dovesti do toga da studenti na kraju
kursa odli¢no vladaju programom za statistiCku analizu, a da ne znaju
nista o testu koji su koristili.

Kada se statistika prikazuje kao grupa testova, a ne povezuje se sa
socioloskim problemima, studenti mogu da se upoznaju sa formulama i
podacima, ali za njih ostaje nejasno kako da tumace i razumeju rezultate.
Sasvim drugaciji efekat se dobija kada se podaci povezuju sa stvarnim
primerima i studenti mnogo lakSe razumeju Sta se deSava.

Boynton (2004) predlaze da se predavanja iz metodologije
istrazivanja spoje sa statistickim kursevima. Na taj nacin se studenti
podsticu da povezuju statistiku sa istrazivackim metodama i1 da razumeju
kako njihov izbor metoda i istrazivacki dizajn moze uticati na kasniju
analizu podataka.

U odnosu na ove probleme sadrZajne i metodicke prirode, u

obrazovanju sociologa pojavljuju se i problemi organizacione prirode.
38



Odabrana poglavlja iz metodologije nastave primenjene statistike
Oni se ogledaju u nejednakom tretmanu koji se pridaje mestu statistike u
studijskim programima sociologije. NaSa ranija istrazivanja studijskih
programa osnovnih akademskih studija sociologije u Srbiji (Sokolovska,
2011) pokazuju veliku neujednacenost u pridavanju paznje statistickim
kursevima. Tako postoje programi u kojima ne postoji nijedan kurs
posvecen statistiCkom obrazovanju, kao i oni u kojima statisticki kursevi
zauzimaju dva obavezna i izborne kurseve. Sli¢na situacija se ogleda i u
zemljama u okruzenju. Ovakva neuskladenost odraz je joS uvek prisutnog
misljenja kreatora socioloskih programa da je sociologija iskljucivo
teorijska nauka kojoj statisticko obrazovanje nije potrebno. Rezultat
ovakvog pristupa je mnostvo jednostavnih, deskriptivnih pokazatelja u
nau¢nim radovima 1 veoma malo rezultata ozbiljno planiranih,
sprovedenih 1 analiziranih socioloskih istrazivanja. Nazalost, ovakvo
stanje u sociologiji ¢e potrajati sve dotle dok se ne promeni misljenje o
ulozi statistickog znanja kao “servisa” koji moze da se unajmi kada vam
je potrebno, a potom se sa olakSanjem zaboravi. Jedan od izlaza iz krize u
koju se sociologija kao nauka nasla je i prihvatanje statistike kao
nezaobilazne u obrazovanju sociologa.

3. ZAKLJUCAK

I pored dugotrajne saradnje izmedu sociologije i statistike, kao i
prepoznavanja koristi koje sociologija kao nauka moze imati od
statistickog znanja, ono jo§ uvek nije sastavni i opSteprihvaceni deo u
visokoskolskom obrazovanju sociologa.

Problemi koji se pri tom javljaju mogu se podeliti u dve grupe.
Prva se odnosi na sadrzinsku i metodicku stranu ponudenih statistickih
kurseva u smislu da su pogresno isplanirani i neprilagodeni studentima,
da se Cesto prave greske u naCinu prezentovanja statistickih metoda
stavljuju¢i prerano akcenat na upotrebu statistickih softvera S§to za
posledicu ima nerazumevanje uloge metoda kao i njihove povezanosti sa
metodologijom istrazivanja, ali i mnogi drugi koji u ovom radu nisu
navedeni.

Druga grupa problema se moze odrediti kao organizaciona. Nasi
prethodni radovi pokazuju da su statisticki kursevi nejednako zastupljeni
u studijskim programima sociologije. Ova neujednacenost je uocena kako
na univerzitetima u Srbiji, tako 1 u pojedinim zemljama koje je okruzuju.
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Ono §to je 1 pored svih potesSkoca koje su uocene znacajno jeste to

S§to je prepoznata viSestruka korist od primene statistike u sociologiji.
Savremena sociologija se ne moze razvijati bez provere njenih teorijskih
stanoviSta, razvijene metodologije istraZivanja i primene adekvatnih
statistickih metoda. Skladna kombinacija teorijskog, metodoloSkog i
statisticCkog znanja takode je dovela do intenziviranja saradnje izmedu
sociologa 1 nauc¢nika iz drugih oblasti.

4.
1.

2.
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U mnogim oblastima, kao Sto su transportni sistemi, medicina,
hemiometrija ili procena zadovoljstva klijenata, srecemo se sa zavisnim,
dihotomnim karakterom, uz mnostvo opisnih promenljivih. U takvim situacijama
nije moguce koristiti model linearne regresije, ve¢ jedno od mogucih reSenja
predstavilja model logisticke regresije. U svakom slucaju, postoje brojne situacije
u kojima se problem koji prati primenu ovog modela ogleda u cinjenici da se
raspolaze malim brojem opservacija uz prisustvo brojnih opisnih promenljivih.
U tom slucaju je ocena parametara vrlo skupa, a postupak cesto daje pogresne
rezultate. U cilju prevazilazenja ovih problema, poslednjih godina je predlozZeno
nekoliko mogucih reSenja;, u ovom radu je predlozen DISCO (eng.
discrimination coefficient) koeficijent koji izdvaja one promenljive koje mogu biti
od znacaja za primenu logisticke regresije.

Kljuéne reéi: logisticka regresija, DISCO koeficijent

1. UVOD

U brojnim aplikacijama vezanim za medicinske, druStvene ili
inzenjerske nauke, od velikog je znacaja izuCavanje odnosa izmedu
zavisne promenljive i nekoliko nezavisnih promenljivih. U tom
kontekstu, visestruka regresija spada u najéeSée koriS¢ene statisticke
alate. Medutim, kada je zavisna promenljiva dihotomnog tipa, model
logisticke regresije omogucava proucavanje zavisnosti. U ranoj fazi
istrazivanja, broj nezavisnih promenljivih koje uticu na zavisnu
promenljivu moze biti vrlo velik, posebno u kontekstu broja raspolozivih
opservacija. Da bi se prevaziSao ovaj problem, u modelu se moze koristiti
neproizvoljan izbor broja nezavisnih promenljivih. Cilj ovog rada jeste
primena Kriterijuma za izbor broja nezavisnih promenljivih koje ¢e biti
koriS¢ene u logistickoj regresiji. Rad je organizovan na slede¢i nacin:
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tacka 2 se odnosi teoriju binarnog logit modela (Binarni Logit Model); u
tacki 3 je predstavljen indeks koji je predlozen u literaturi za
discriminantnu analizu, DISCO coefficient; u tacki 4 je prikazana
logistiCka regresija, izvedena na pogodnom podskupu promenljivih koje
su izabrane na osnovu DISCO coefficient; konacno, tacka 5 prikazuje
studiju simulacije, u kojoj je pokazano da predlozeni postupak
omogucava prednost u smislu ocene i troSkova izraCunavanja.

2. BINARNI LOGIT MODEL

Za potrebe analize dihotomnih ishoda predloZzene su brojne
funkcije raspodele. Logisticki model je jedan od najviSe koriS¢enih, a
svoju popularnost duguje ¢injenici da je formula za verovatnocu logit
izbora jednostavna za tumacenje, posebno u poredenju sa drugim
modelima za kvalitativni izbor (Train, 2003; Ben-Akiva & Lerman,
1985).

Da bismo razumeli kako funkcioniSe ovaj model, moramo najpre
uociti da je odziv binarni, uz pretpostavku samo dve vrednosti. Pri tom
su, radi jednostavnosti, te vrednosti kodirane kao 1 i 0. Tako, na primer,

imamo:
—
yi - 0

Ovde je y; realizacija slucajne promenljive Y, , koja moze uzimati
vrednosti 1 i 0, sa verovatnoama z; i 1- 7, , respektivno. Slucajna
promenljiva Y; ima Bernulijevu raspodelu sa parametrom 7, . Oc¢ekivana
vrednost i varijansa Y; su tada:

E(Y))=x =7,
var(Y;) = o7 =7, (1~ ;)

Lako je uociti da srednja vrednost i varijansa zavise od
verovatnoce 7, .
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Dalje, zeleli bismo da verovatnote =; zavise od vektora

realizovanih kovarijansi, x; . Najjednostavnija ideja jeste da =z, bude
linearna funkcija kovarijansi:

T =X

gde je B vektor sa koeficijentima regresije. Verovatnoc¢a na levoj
strani mora biti izmedu 0 i 1, ali linearni prediktor na desnoj strani moze
uzimati bilo koju realnu vrednost, te ako ocenjujemo model primenom
standardnog metoda najmanjih kvadrata, ne postoji garancija da ce
predvidene vrednosti biti u o¢ekivanom opsegu. Jednostavno resenje bi
bilo da se transformiSe verovatnoca, eliminiSu ogranicenja opsega i da se
transformacija modelira kao linearna funkcija kovarijansi.

Najpre je bitno prec¢i sa verovatno¢e na odnos Sansi (eng. the
odds), na slede¢i nacin:

odds, = .
1-rx.

1

Prethodna vrednost se definiSe kao koli¢nik izmedu verovatnoce i
njenog komplementa. U drugom koraku, logaritmovanjem se dolazi do
logit vrednosti:

7T
1-rx

n, = logit(z;) =log

Resavanjem po 7, , dobijamo:

e77i
T = "
1+e™

Na ovaj nacin smo sigurni da ¢e verovatnoéa uzimati vrednosti
izmedu 0 i 1. Nadalje, mozemo pretpostaviti da je logit linearna funkcija
prediktora:

n; =logit(z;) = X|ﬂ
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te tako:

ex;ﬁ

T = o
1+e™

gde je x, vektor kovarijansi, a g je vektor koeficijenata regresije.

Parametri logit modela mogu biti ocenjeni primenom ocene
maksimalne verodostojnosti. Razmatramo funkciju log-verodostojnosti:

log L(B) = > [y log(;) + (7, — y;) log(1 - ;)]

izracunavajuéi prvi i drugi izvod i razvijajuéi FiSerovu bodovnu
(scoring) moguce je dobiti ocene parametara.

Ocena parametara modela moze se realizovati primenom
razlicitih statisti¢kih softverskih paketa, ali, pod odredenim okolnostima,
mogu se pojaviti problemi. U stvari, u nekim oblastima, kao npr. u
transportnim sistemima ili hemiometriji, broj nezavisnih promenljivih je
zatvoren ili je ve¢i od broja opservacija. U tom slucaju, algoritmi za
ocenu parametara rade jako sporo i, u mnogim situacijama, moze
postojati jaka korelacija izmedu prediktora (multikolinearnost), ¢ime
ocena modelskih parametara postaje netacna usled potrebe da se
invertuju blizu singularne i lose uslovljene informaciona matrice.

Da bi se omogucila tacna aproksimacija modelskih parametara,
Aguilera et al. (2006) su predlozili Principal Component Logistic
Regression, a Camminatiello & Lucadamo (2010), Principal Component
Multinomial Regression. Ove dve tehnike omoguéavaju prevazilaZzenje
uobicajenih zamerki koje se stavljaju pred Principal Component
Regression. U stvari, one iz analize izostavljaju komponente koje bolje
objasnjavaju varijabilnost podataka, ve¢ samo one komponente koje su
znacajno asocirane sa zavisnom promenljivom (u opstem slucaju, koristi
se postupna regresija (eng. stepwise regression). U svakom slucaju, broj
komponenti je vrlo visok i, takode u ovom slu¢aju, postupna regresija
moze biti skupa za izraCunavanje. Uvodenje DISCO indeksa, u analizu
diskriminante, moze posluziti kao dobar alat za otkrivanje promenljivih
sa najve¢om moc¢i diskriminacije, a ove se, u drugom koraku analize,
mogu iskoristiti u klasi¢nom logistickom modelu kao regresori.
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3. DISCO KOEFICIJENT
Analiza linearne diskriminante (LDA - Fisher 1936) je jedna od

-----

kategorickih  zavisnih promenljlwh 1 vefeg broja nezavisnih
promenljivih. U klasicnom problemu dikriminante postoje dve klase i
dobija se jedna funkcija diskriminante. FiSerov prilaz je zasnovan na
izboru linearnih kombinacija promenljivih koje daju najveéi koli¢nik
izmedu medugrupnih i unutargrupnih varijansi. Linearne kombinacije
originalnih opservacija su date kao:

p
ZO =W X, i=1...,n

1=1

Z (2) _ ZW X ¢ (2)

Gde je X" I-ta promenljiva i-te opservacije iz Grupe 1, X @) je I-

ta promenljiva j-te opservacije iz Grupe 2, n, i n,su veli¢ine ove dve
grupe, p je broj nezavisnih opisnih promenljivih i W, su tezinski

koeficijenti koji definiSu funkciju diskriminante. FiSerob postupak

. ... S . . : .
omogucava maksimiziranje S—B , gde je S varijansa linearnih

w

kombinacija izmedu grupa, dok je S? objedinjena varijansa unutar

grupe. Ovaj prilaz je isto Sto i maksimiziranje Pirsonovog faktora
2

korelacije, 7* = ——2— . Ova veli¢ina se takode moze napisati kao:

B w
O @)
Nl Z —-Z
2

= _m @)
N Z —-Z +82

45



Antonio Lucadamo, Biagio Simonetti

Gde su Z Pi Z @ dve aritmeticke sredine suma AN Z}Z),
N=n,-n,[(n,+n,), S2=|(n, —1)S? +(n, -2 Ji(n, +n, —2), a S7 i
S? su varijanse raspodela ovih dveju suma.

Godine 1983, Raveh je predlozio nemetricku analizu
diskriminante (NDA), koja je zasnovana na pravilu razdvajanja koje se
razlikuje od onog koje se koristi u linearnoj analizi diskriminante.

U NDA, mera koju treba maksimizovati zasnovana je na skupu

sledec¢ih nejednakosti:
z9>79, i=1..,n, j=1...n,

Ove nejednakosti su ekvivalentne sledecem:
(Zi(l) - Z}z))z ‘Zi(l) - Z}Z)‘ za svako i i ]

Indeks razdvajanja grupa je dat kao:
I A
ST -2 T -z

Raveh je takode tvrdio da ¢e dati i uopsteni koeficijent

diskriminacije za vise grupa, ali ovo je eksplicitno ucinio Gutman
(Guttman) (1988), a potom i Raveh (1989). Gutman ga je nazvao DISCO

indeks:
z _1Zh N, (Z (9) Z (h)j
Zg:l Zh:l Z.njl ZTh:l -2 J§h)‘

Lako se pokazuje da:

IS =

disco =

0<disco<1

disco =0 ako i samo ako svi uzorci imaju istu srednju vrednost;
disco =1 kada nema preklapanja izmedu sume bilo koje dve grupa, osim,
mozda, u jednoj tacki.
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DISCO koeficijent je robusniji na autlajere od FiSerovog indeksa
(L2 norma), zato $to se zasniva na apsolutnoj vrednosti (L1 norma).
Stavise DISCO koeficijent je vise informativan i ne zahteva pretpostavke
o distribuciji za primenu.
Zbog ovih razloga, velik broj primena DISCO koeficijenta u
diskriminacionoj analizi je razvijen poslednjih godina (Allard J. et al.,
2000; Choulakian & Almhana, 2001; Simonetti & Choulakian, 2003)

4. LOGISTICKA REGRESIJA PRIMENOM DISCO
INDEKSA

Imajucéi u vidu znacajne karakteristike DISCO indeksa, naSa ideja
je da ga iskoristimo kao alat u modelu logisticke regresije.

Kao $to smo rekli u prethodnom delu rada, kada postoji mnogo
nezavisnih promenljivih, postupna logisticka regresija zahteva mnogo
vremena za ocenu parametara.

Mi predlazemo sledecu proceduru:

e Korak 1: izracunavanje DISCO indeksa za sve nezavisne
promenljive;

e Korak 2: izbor samo onih promenljivih kod kojih je
DISCO koeficijent ve¢i od definisanih vrednosti;

e Korak 3: koriS¢enje ovih promenljivih u klasi¢noj
logisti¢koj regresiji i ocena parametara;

o Korak 4: provera dobijenih rezultata.

Ocigledno je da je jedan od vaznih koraka definisanje vrednosti
praga DISCO koeficijenta, kako bi promenljive bile zadrzane u analizi.

Radi definisanja ispravne vrednosti, kao i za proveru valjanost
rezultata dobijenih na ovaj nacin, razmotri¢emo postupak za simulaciju
koji je opisan u narednoj tacki rada.

5. ANALIZA | REZULTATI

Prvi korak naSeg postupka, implementiran u R-softveru (R
Development Core Team, 2010), sastoji se u dobijanju skupa p
nezavisnih promenljivih koje smo generisali iz normalne raspodele. U
drugom Kkoraku se fiksira vektor realnih parametara , £, i izraCunavaju se

realne verovatnoce. Naposletku se svaka vrednost koja ulazi u sastav
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vektora odziva, y, simulira iz binomne raspodele. Na ovaj na¢in imamo
vektor odziva i matricu nezavisnih promenljivih, pa mozemo da fitujemo
binarni logit model.

Kako je ve¢ reCeno, cilj ovog rada jeste da se razmotri koris¢enje
DISCO indeksa koji moze da skrati vreme potrebno za izraCunavanje i,
ukoliko je to moguce, da definiSe vrednost praga za izbor promenljivih
koje ¢e biti zadrzane u regresionom modelu. U cilju postizanja
navedenog, ponovili smo simulaciju uzimaju¢i u obzir isti broj
opservacija, ali menjajuéi broj nezavisnih promenljivih. Odlu¢ili smo da
fiksiramo broj opservacija na 1000, dok je broj promenljivih varirao
izmedu 51 115, sa korakom 5.

U prvoj fazi analize, za svaku od simulacija razmatrali smo
sledece tacke:

e Ocenu parametara primenom binarne logit postupne regresije;
¢ Vreme koje je neophodno za ocenu prethodnog modela;
e DISCO vrednosti za sve promenljive iz analize.

Ovde se problem odnosio na definisanje vrednosti DISCO
indeksa koji ¢e obezbediti da u analizi budu satuvane sve znacajne
promenljive.

U cilju odluc¢ivanja o tome koja bi vrednost mogla biti smatrana
ispravnom, uporedili smo rezultate dobijene na osnovu svih skupova
podataka i uvideli smo da je prava vrednost 0.1. Ova vrednost je
ocCigledno empirijska, imaju¢i u vidu da je izvrSeno samo nekoliko
simulacija. Neophodno je izvrSiti jo$ studija u cilju otkrivanja vrednosti
koja moze biti koriS¢ena kao prag za DISCO indeks, ali u naSem slucaju
je 1 prethodni postupak je posluzio svrsi.

U stvari, u skoro svim skupovima podataka, promenljive sa
vrednoSc¢u iznad 0.1 su ujedno signifikantne u postupnoj regresiji. Samo
u nekim situacijama, nekoliko signifikantnih promenljivih ima vrednost
manju od 0.1. VaZzno je, medutim, ista¢i da u svim simulacijama
nesignifikantne promenljive uvek imaju vrednost koja je bliska nuli.

Na ovaj nacin mozemo realizovati binarni logit model (bez
primene opisanog postupka), uzimaju¢i u obzir samo One nezavisne
promenljive koje su selektovane na osnovu DISCO indeksa, te tako
mozemo izracunati vreme koje je potrebno za ocenu ovog modela.
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U poslednjem koraku analize, neophodno je izvrSiti poredenje
vremena koje je neophodno za ocenu postupnog modela i vremena koje
je potrebno uz primenu drugog kriterijuma. Na taj nacin se mogu
pokazati prednosti koris¢enja DISCO indeksa.
Lako je primetiti da je kod DISCO postupka ocenjivanja (Tabela
1.) vreme uvek ispod sekunda, dok pri porastu broja promenljivih,
postupna regresija belezi eksponencijalni porast potrebnog vremena.
Situacija postaje jasnije kada razmotrimo Sliku 1.

Rezultati u vezi sa vremenima su pokazani u slede¢oj tabeli:
TABELA 1 - VREMENA OCENJIVANJA ZA DVA RAZMATRANA POSTUPKA

Broj Vreme potrebno za postupni Vreme potrebno za DISCO
promenljivih postupak postupak
5 0.16 0.02
10 0.17 0.03
15 1.14 0.04
20 1.35 0.04
25 3.77 0.05
30 5.56 0.05
35 7.00 0.06
40 13.76 0.06
45 18.18 0.08
50 23.33 0.09
55 36.69 0.09
60 38.33 0.12
65 63.25 0.12
70 67.36 0.14
75 120.49 0.18
80 156.78 0.18
85 168.45 0.42
90 186.23 0.43
95 191.95 0.50
100 310.64 0.51
105 866.44 0.56
110 1144.28 0.58
115 1424.42 0.62
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SLIKA 1-POREDENJE VREMENA OCENJIVANJA DVAJU POSTUPAKA

U ovim simulacijama smo smatrali da je maksimalni broj
promenljivih 115, ali prednosti DISCO postupka su ociglednije pri
porastu broja nezavisnih promenljivih. Takva situacija nije nemoguca,
pogotovo u poljima primene koja smo ve¢ navodili.

6. ZAKLJUCCI

U radu je stavljen naglasak na problem ocenjivanja koji se mogu
javiti u logistickoj regresiji sa velikim brojem nezavisnih promenljivih.
Pokazali smo da DISCO indeks, koji je do sada koris¢en u analizi
diskriminante, moze posluziti i kao koristan alat u logistickoj regresiji.
Pokazali smo da se vreme ocenjivanja parametara logistickog modela
znaCajno skracuje ukoliko se koristi DISCO indeks umesto klasicne
postupne regresije. Takode, parametri ocenjeni primenom hovog
postupka imaju vrednosti koje su bliske jedinici i ne postoji sustinska
razlika izmedu njih 1 vrednosti dobijenih primenom postupne logisticke
regresije.

Ocigledno je da su neophodna dalja istrazivanja, posebno u
pogledu definisanja praga DISCO indeksa. Ta vrednost je ovde bila
definisana emprijski, ali su neophodne dublje analize i simulacije u cilju
definisanja uopStenog kriterijjuma.
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Konacno, naredna istrazivanja ¢e obuhvatiti 1 analize koje su

neophodne da se ispita da li parametri ocenjeni primenom DISCO
potupka omoguc¢uju dobijanje zadovoljavaju¢ih rezultata i za potrebe
predikcije.

1.
5.

10.

11.

12.

LITERATURA

Aguilera A.M., Escabias M., Valderrama M.J. (2006) Using
principal components for estimating logistic regression with high-
dimensional multicollinear data, Computational Statistics & Data
Analysis, 50: 1905-1924.

Allard J., Choulakian V., LeBlanc R., MacNeill S., Mahdi S.
(2000) Discriminant Anlysis of Seal Data, The Canadian Journal
of Statistics, 28 (1), 205-212.

Ben-Akiva M., Lerman S. (1985) Discrete Choice Analysis:
Theory and Application to Travel Demand, The MIT Press,
Cambridge, Ma.

Camminatiello I, Lucadamo A. (2010) Estimating multinomial
logit model with multicollinear data, Asian Journal of
Mathematics and Statistics, vol 3(2), 93-101, 2010, ISSN: 1994-
5418

Choulakian V., Almhana J. (2001) An algorithm for nonmetric
discriminant analysis, Computational Statistics & Data Analysis,
35, 253-264. V. Choulakian and J. Almhana, “An Algorithm for
Nonmetric Discriminant Analysis,” Computational Statistics and
Data Analysis Journal, pp. 253-264, Jan. 2001.

Fisher R.A.(1936) The use of multiple measurements in
Taxonomic Problems, Annals of Eugenics, 7, 179-188

Guttman L. (1988) Eta, DISCO, oDISCO and F. Psychometrika
53, 393-405.

R Development Core Team (2010). R: A language and
environment for statistical computing. R Foundation for
Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0,
URL http://www.R-project.org/.

51



Antonio Lucadamo, Biagio Simonetti

13. Raveh A. (1983) Preference structure analysis: A nonmetric
approach. Pattern Recognition 16 (2), 253-259.

14. Raveh A. (1989) A nonmetric approach to lineat discriminant
analysis. J. Amer. Statist. Assoc. 84, 176-183.

15. Simonetti B., Choulakian V. (2003) Discriminat analysis for
spectroscopic data, Relazione invitata, Atti del Convegno
intermedio SiS 2003 “Analisi Statistica Multivariata per le
Scienze Economico-Sociali, le Scienze Naturali e la Tecnologia”,
Napoli 2003. ISBN: 88-8399-053-6.

16. Train K. (2003) Discrete choice methods with simulation.
Cambridge University Press.

52



Odabrana poglavlja iz metodologije nastave primenjene statistike

UZORAK - SA VEROVATNOCOM ILI
BEZ?

Sanja Konjik
Departman za matematiku i informatiku
PMF, Univerzitet u Novom Sadu
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1. UZORAK UMESTO POPISA

Pretpostavimo da je potrebno prikupiti podatke o ukupnom broju
racunara koji se trenutno nalaze u svim drzavnim osnovnim i srednjim
Skolama, iznosu troskova koji se mesecno potrose na zivotne namirnice
po domacdinstvu nekog grada ili ukupnom broju noéenja ostvarenih u
svim hotelima i pansionima u nekoj turistickoj oblasti tokom odredenog
perioda. Uvid u sve drzavne Skole, ispitivanje svih domacinstava u gradu
ili provera lista gostiju svih hotela i pansiona u nekoj turistickoj oblasti
bili bi previse skupi i dugotrajni. Otuda se ¢ini prirodno izabrati odreden
broj Skola, domacinstava ili hotela i pansiona i za njih prikupiti sve
relevantne podatke, na osnovu kojih ¢e se dobiti slika o ukupnim
vrednostima, ekvialentna rezultatima koji bi se dobili ispitivanjem svih
Skola, domacinstava ili hotela i pansiona.

Svedoci smo da razli¢ite statistiCke agencije svakodnevno putem
medija saopStavaju kvantitativne podatke o nacionalnom dohotku, stopi
nezaposlenosti, politickom opredeljenju, stepenu obrazovanja, ostvarenoj
dobiti iz uvoza i izvoza i sl. Neke statistike mogu se dobiti iz popisa, ali
se veéina zasniva na reprezentativnom uzorku. Tako se podaci o 100-
milionskom narodu dobijaju ispitivanjem uzorka od svega nekoliko
hiljada stanovnika.

U istrazivanjima u kojima je potrebno prikupiti podatke o nekoj
populaciji (velikom broju ljudi, kompanija, poljoprivrednih dobara i dr.),
najcesce koris¢ena metodologija je ispitivanje uzorka umesto cele
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populacije. Uzorak je podskup populacije na kojem c¢e se vrsiti
istrazivanje. Ukoliko se napravi dobar odbir uzorka, obezbeduju se
precizni, pouzdani i korisni podaci, uz ustedu vremena, troSkova i
napora. S druge strane, lo§ uzorak moze da dovede u pitanje validnost
istrazivanja 1 relevantnost izvedenih zakljucaka.

Prema tome, dobar odbir uzorka, koji ¢e Sto vernije oslikati one
karakteristike cele populacije koje su od interesa za dato ispitivanje,
jedan je od najvaznijih koraka u osmiSljavanju i1 realizaciji naucnog
istrazivanja. U literaturi se navodi sledec¢ih Sest koraka u procesu odbira
uzorka:

1. priprema istrazivanja

2. izbor izmedu popisa i uzorka

3. odabiranje izmedu metoda uzorkovanja - verovatnosnog,
neverovatnosnog ili kombinovanog

4. odabiranje  oblika  verovatnosnog, neverovatnosnog il
kombinovanog uzorka

5. odredivanje obima (veli¢ine) uzorka

6. odbir uzorka.

Veliki broj naucnika istice da je klju¢ uspeha istrazivanja
priprema. Isto vazi i za proces odabira i ispitivanja uzorka. Priprema
obuhvata postavljanje ciljeva istrazivanja, preciziranje znacaja
ocekivanih rezultata istrazivanja, odredivanje Zzeljene preciznosti,
odnosno greske koja ¢e biti tolerisana, utvrdivanje raspolozivih sredstava
za istrazivanje, definisanje ciljne populacije, odabir istrazivackih i
uzorackih metoda. U drugom koraku je potrebno doneti odluku o tome da
li ispitivati celu populaciju (popis) ili neki njen deo (uzorak). Ova je
odluka najces¢e uslovljena sredstvima i vremenom kojima istrazivac
raspolaze. Kada je doneta odluka o ispitivanju uzorka, na red dolazi
odabir izmedu dve osnovne metode uzorkovanja - verovatnosnog i
neverovatnosnog. U verovatnosnom uzorku svaki elemenat ciljne
populacije ima odredenu pozitivhu verovatnoCu sa kojom moze biti
izabran u uzorak. Time se omogucava razvoj teorije za ispitivanje
osobina uzorackih ocenjivaca. Ako ovaj uslov nije ispunjen re¢ je o
neverovatnosnom uzorku. U praksi se ¢esto kombinuju ove dve metode.
Nakon $to je odabrana metoda uzorkovanja, prelazi se na odredjivanje
obima potrebnog uzorka i odabiranje konkretnog oblika uzorkovanja.
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Kod verovatnosnog uzorka to mogu biti prost slucajni, stratifikovani,
klaster ili sistematski uzorak, dok su neke od vrsta neverovatnosnog
uzorka namerni, prigodni, kvota uzorak ili uzorak grudve snega.

U nastavku rada paznja ¢e se posvetiti treCcem koraku u Semi
odabira uzorka koja je gore navedena, tj. biranju izmedu verovatnosnog i
neverovatnosnog uzorka. Ukazacée se na prednosti i slabosti oba metoda,
ali i na njihovu povezanost i isprepletanost.

2. TRECI KORAK

Nakon $§to je u drugom koraku doneta odluka o ispitivanju uzorka
umesto cele populacije, sledeci, tre¢i, korak zahteva od istrazivaca da se
opredeli da 1li ¢e koristiti verovatnosno uzorkovanje, neverovatnosno
uzorkovanje ili ¢e kombinovati ova dva metoda. PodsetiCemo da
verovatnosna uzoracka procedura podrazumeva situaciju da se u uzorku
sa odredenom pozitivnom verovatno¢om moze naci svaki elemenat
populacije, pri ¢emu je osnovna karakteristika procesa odbira uzorka
slucajnost. U suprotnom, ako se pojedini elementi populacije ne mogu
na¢i u uzorku, verovatnoée odabira elemenata u uzorak se ne mogu
precizno odrediti ili odabir elemenata u uzorak nije slucajan, re¢ je o
neverovatnosnom uzorkovanju. Glavna prednost verovatnosnog
uzorkovanja se ogleda u tome $to poznavanje verovatnocéa izbora svih
elemenata populacije formira matematicki aparat koji omogucava
ispitivanje osobina ocenjivaca, kao i procene uzorackih gresaka. S druge
strane, nepoznavanje verovatnoc¢a odabira elemenata u uzorak dovodi do
nuznih  subjektivnih  ocena, S§to predstavlja najveéu  slabost
neverovatnosnog uzorkovanja. Pa cCak 1 kada se neverovatnosno
uzorkovanje pokazalo izuzetno efikasnim (u nekim predasnjim
istrazivanjima), ne postoji nikakva garancija da ¢e se isto ponoviti i u
sliénim buduc¢im studijama. Otuda se sasvim prirodno postavlja pitanje
zaSto bi se uopSte izucavali 1 koristili neverovatnosni uzorci. Pokusa¢emo
u nastavku da damo odgovor na ovo pitanje.

Osvrnimo se prvo na najvaznije oblike verovatnosnih i
neverovatnosnih uzoraka u cilju $to boljeg razumevanja njihovih
prednosti i nedostataka. Pretpostavimo da je populacija konacna, tj. da
sadrzi N elemenata, i da je potrebno izabrati uzorak obima n iz
populacije.
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Najvazniji oblici verovatnosnih uzoraka su:

Prost sluéajni uzorak — osnovni oblik verovatnosnog uzorka kod
kojeg svaki n-toclani podskup populacije ima istu verovatnocu sa
kojom moze biti izabran u uzorak. Najces$¢e je potrebno imati listu
svih elemenata populacije kako bi se slu¢ajnim izborom moglo
odabrati n jedinica. Na primer, pretpostavimo da se Zeli cuti misljenje
studenata Novosadskog uzniverziteta o primeni Bolonjskog procesa u
nastavi i da je odreden obim uzorka od 300 studenata. Prost slucajni
uzorak dobio bi se slucajnim odabirom 300 imena iz liste svih
studenata Novosadskog univerziteta.

Stratifikovani uzorak — vrsta verovatnosnog uzorka u kome je
populacija podeljena u stratume (slojeve) iz kojih se zatim uzimaju
prosti slucajni uzorci. Stratumi se najceS¢e formiraju od elemenata
koji su sli¢ni u odnosu na obelezje koje se ispituje, pri Cemu se svaki
elemenat populacije nalazi u tacno jednom stratumu. Vazno je
napomenuti da se prost slucajni uzorak uzima iz svakog stratuma.
Prema tome, stratifikacija, u opStem slucaju, povecava preciznost. U
prethodnom primeru, stratumi mogu biti fakulteti Novosadskog
univerziteta. Odgovarajuéi stratifikovani uzorak dobio bi se
uzimanjem prostog slu¢ajnog uzorka studenata sa svakog fakulteta.

Klaster uzorak — dobija se grupisanjem elemenata populacije u
klastere (grupe), koji postaju nove uzoracke jedinice, uzimanjem
prostog sluCajnog uzorka klastera, a zatim ispitivanjem svih
elemenata odabranih Kklastera, ili ponovnim uzimanjem prostog
slucajnog uzorka elemenata iz odabranih klastera. Klasteri su Cesto
prirodno odredeni, na primer, razredi u $koli. S obzirom da se prost
slucajni uzorak bira na nivou klastera, a zatim se ispituju svi ili neki
od elemenata izabranih klastera, ovaj oblik uzorkovanaj u opsStem
slu¢aju smanjuje preciznost. U naSem primeru, prirodni klasteri bi bili
fakulteti ili departmani. Klaster uzorak bi se dobio uzimanjem
prostog sluajnog uzorka fakulteta ili departmana, a potom
ispitivanjem svih studenata izabranih fakulteta ili departmana, ili
biranjem novog prostog slu¢ajnog uzorka studenata izabranih
fakulteta ili departmana.

Vazno je ista¢i da je u sva tri navedena slucaja proces odabira

elemenata iz populacije u uzorak sluc¢ajan: kod prostog slucajnog uzorka
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elementi se biraju slucajno iz populacije, kod stratifikovanog je izbor
elemenata iz stratuma slucajan, a kod klaster uzorka slucajno se biraju
Klasteri.

Navodimo sada 1 neke od najces¢e koriS¢enih oblika

neverovatnosnih uzoraka.

Kvota uzorak je tip neverovatnosnog uzorka u kome se populacija
deli na disjunktne podskupove prema obelezju koje se ispituje (kao
kod stratifikovanog uzorka), odreduje se njihova veliina, a potom se
odreduje potreban obim uzorka i broj elemenata svakog podskupa
(kvota) koji treba ukljuéiti u uzorak. Sustinska razlika u odnosu na
stratifikovani uzorak se sastoji u tome S§to se u poslednjem koraku
elementi iz svakog podskupa ne biraju korisS¢enjem tehnika
verovatnosnog uzorkovanja, veé je taj izbor prepusten slobodnom
prosudivanju istrazivaca. Na primeru stratifikovanog uzorka koji smo
gore dali, odredila bi se kvota studenata sa svakog fakulteta koju
treba ispitati, recimo 10% studenata sa svakog fakulteta, a kako e ti
studenti biti izabrani, odluka je istrazivaca.

Prigodni uzorak je uzorak koji istrazivacu stoji na raspolaganju, koji
je pogodan, zgodan. Na primer, profesori koji vode istrazivanje
zamole svoje studente da popune upitnik o primeni Bolonjskog
procesa u nastavi. Ocigledno je da ovakav uzorak nije, u opsStem
slu¢aju, reprezentativan, da vec¢ina jedinica populacije nema nikakvu
Sansu da bude ukljucena u uzorak i da ne postoje teorijske osnove da
se izraCuna greska koja proizilazi iz zaklju¢ivanja na osnovu ovakvog
uzorka. S druge strane, prigodni uzorak je najjednostavniji za
ispitivanje.

Namerni uzorak je takode oblik neverovatnosnog uzorka u kojem
istraziva¢ iz populacije bira one elemente u uzorak koji prema
njegovoj proceni najvise doprinose ciljevima istrazivanja. Za razliku
od prigodnog uzorka, jedinice iz populacije nisu odabrane u uzorak
zbog svoje raspolozivosti ili pogodnosti, ve¢ istrazivaé namerno
odabira uzorak od elemenata koji ispunjavaju kriterijume koji su od
znacaja za istrazivanje. U primeru anketiranja studenata o primeni
Bolonjskog procesa u nastavi na Novosadskom univerzitetu, namerni
uzorak bi mogao biti izabran od studenata koji redovno pohadaju
nastavu.
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e Uzorak grudve snega pripada neverovatnosnim uzorackim
procedurama koje se koriste samo u humanistickim istrazivanjima.
Prvo se odabira odreden broj ispitanika koji ¢e istrazivaca uputiti na
nove ispitanike koje bi trebalo ukljuciti u uzorak. Pogodan je za
ispitivanje retkih karakteristika populacije kao $to su narkomanija,
bolesti zavisnosti, AIDS, kriminal, seksualna orijentacija, prostitucija
I sl.

Mozemo zakljuciti da je u Vverovatnosnom uzorkovanju
pristrasnost istrazivaca iskljuCena, a odabir elemenata koji ¢e se naci u
uzorku nezavisan od potreba ili zelja istrazivaca. Medutim, kod
neverovatnosnog uzorkovanja, odabir uzorka za ispitivanje je u vecoj ili
manjoj meri uslovljen subjektivnos¢u istrazivaca, ¢ime se iskljucuje
mogucnost koricéenja teorije verovatnoce 1 statistike u obradi
prikupljenih podataka, izvodenju zakljucaka i ocenjivanju greske nastale
usled uzimanja uzorka umesto popisa. Navedimo osnovne slabosti
neverovatnosnog uzorkovanja u poredenju sa verovatnosnim:

nije pogodno u deskriptivnim i eksplikativnim istrazivanjima
e ne omogucava odredivanje preciznosti dobijenih ocena

e ne omogucéava obradu podataka matemati¢kim aparatima

e pristrasnost prilikom izbora

e gubi se reprezentativnost

e izrazena subjektivnost istrazivaca

e nije pogodno u heterogenim populacijama.

Pa opet, neverovatnosni uzorci su pogodniji za koriS¢enje od
verovatnosnih uzorcaka u slede¢im sluc¢ajevima:

e u eksplorativnim istrazivanjima

e kada su raspoloziva sredstva za realizaciju istrazivanja
ogranicena ili mala

e kada je raspolozivo vreme za realizaciju istraZivanja kratko
e kada je potrebno ispitati specifi¢ne jedinice populacije
e kada nije poznata cela populacija
e kada je populacija homogena
e kada nije neophodan reprezentativan uzorak
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e kada nije potrebno minimizovati pristrasnost prilikom izbora

e kada je istrazivacki tim mali ili nedovoljno obucen

e kada je populacija Siroko rasprostranjena
e kada su u pitanju komercijalna ispitivanja, ispitivanja javnog
mnjenja ili ispitivanja retkih karakteristika populacije.
Sumiraju¢i prethodno reeno, mozemo dati i tabelarnu Semu
prednosti i nedostataka verovatnosnog i neverovatnosnog uzorkovanja:

TABELA 1 - SEMA PREDNOSTI | NEDOSTATAKA VEROVATNOSNOG |
NEVEROVATNOSNOG UZORKOVANJA

Karakteristika istrazivanja = \erovatnosni uzorak | Neverovatnosni uzorak
Eksplorativno istraZivanje nije pogodan pogodan
Deskriptivno ili eksplikativno ogodan niiie pogodan
istrazivanje pog 1€ Pog
Kratko raspolozivo vreme za .

SR manje pogodan pogodan
realizaciju istrazivanja
Reprezentativnost uzorka pogodan nije pogodan
Ocena preciznosti uzorka pogodan nije pogodan
Minimalna pristrasnost prilikom oqodan niiie pogodan
izbora pog 1€ Pog
Homogena populacija manje pogodan pogodan
Heterogena populacija pogodan nije pogodan
Mala raspoloziva sredstva za .

N manje pogodan pogodan
realizaciju istrazivanja
Ispitivanje javnog mnjenja manje pogodan pogodan
Ispitivanje retkih karakteristika niiie boaodan ogodan
populacije (ljudi) 1€ pog Pog
Komercijalna istraZivanja manje pogodan pogodan
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Na slican nacin da¢emo 1 tabelarni prikaz prednosti 1 nedostataka
za pojedine tipove verovatnosnih i neverovatnosnih uzoraka:

TABELA 2 - PREDNOSTI | NEDOSTATCI ZA POJEDINE TIPOVE

VEROVATNOSNIH UZORAKA

Verovatnosni uzorci Prednosti Nedostaci
Prost sluc¢ajni uzorak Jednostavan Visoki troskovi, zahtevan
Stratifikovani uzorak  Veca preciznost SloZen, visoki tro§kovi
Klaster uzorak Niski troskovi, jednostavan | Manja preciznost

TABELA 3 - PREDNOSTI | NEDOSTATCI ZA POJEDINE TIPOVE

NEVEROVATNOSNIH UZORAKA

Neverovatnosni uzorci

Kvota uzorak

Prednosti Nedostaci

Veca reprezentativnost,

. . N SlozZen, visoki troskovi
manja uzoracka greska

Prigodni uzorak

Jednostavan, niski troSkovi, | Nije reprezentativan,
vremenski efikasan pristrasnost prilikom izbora

Namerni uzorak

Uzorak grudve snega

Veca kontrola prilikom izbora | SloZen, nije reprezentativan

Pogodan za ispitivanja retkih

karakteristika populacije Dugotrajan, zahtevan

U praksi se najces¢e kombinuju razliCiti tipovi verovatnosnih i
neverovatnosnih uzoraka u cilju veée efikasnosti, boljih procena i

smanjenja troskova.
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DIJAGRAM GRANANJA

VEROVATNOCA, FORMULA POTPUNE

VEROVATNOCE I BAJESOVA
FORMULA

Marko Obradovié
Univerzitet u Beogradu
Matematicki fakultet

Postoje razlicita misljenja o tome kako predavati matematicki sadrzaj
studentima nematematicarima. Po jednima, posto tim studentima u buducoj
profesiji matematika moze biti samo alat, ne treba im objasnjavati sustinu, veé
im je dovoljno predstaviti matematiku kao niz gotovih formula koje treba
zapamtiti i kao takve primenjivati. Drugi zagovaraju pristup da im treba

objasniti, prilagodavajuc nacin izlaganja njihovom nivou znanja i potreba.

Razmotrizemo ta dva pristupa na primeru karakteristicnih zadataka koji

se javljaju u svakom osnovnom (uvodnom) kursu verovatnoce, koji ukljucuju
upotrebu formule potpune verovatnoce ili Bajesove formule.

1. FORMULA POTPUNE VEROVATNOCE

Zadatak koji zahteva primenu formule potpune verovatno¢e moze

se shvatiti kao eksperiment s vise etapa. Na primer:

Najpre se slu¢ajno bira kutija, pa se iz nje izvlaci kuglica

Najpre se slu¢jano ubacuju dve kuglice, pa se slu¢ajno zatim
izvlaci kuglica

Ogranicimo se na zadatke u kojima imamo dve etape. Onosto je u

ovakvim zadacima dato, ili se (jednostavno) moze izracunati, su
verovatnoce potpunog sistema dogadaja za prvu etapu eksperimenta i
uslovne verovatno¢e dogadaja iz druge etape, pod uslovom onih iz prve.
Traze se verovatnoce dogadaja iz druge etape.

Neka imamo n ishoda u prvoj etapi i m ishoda u drugoj. Kako su

dogadaji iz druge etape dati svojim uslovnim verovatno¢ama u odnosu na
prvu etapu, to se njihova verovatnoca racuna kao zbir verovatnoca
preseka tog dogadaja i dogadaja iz prve etape, tj.
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Kako se verovatnoca preseka dva dogadaja racuna kao P(AB) =
P(A)P(B|A), tada vazi

P(B;) = i1 P (AP (BilA L), )

Sto je poznato pod imenom formula potpune verovatnoce.

2. DIJAGRAM GRANANJA VEROVATNOCA

Mozemo se odluciti da etape ovog eksperimenta predstavimo
graficki. Tada je najpogodniji dijagram grananja verovatnoc¢a (drvo
verovatnoca) prikazan na Slici 1.

P(B1|A)-+ Bi. P(A1nB1) = P(A1) - P(Bi|A1)

) ‘\B‘(Ez\fh)
> T By, P(A, N Ba) = P(Ay) - P(Ba|Ay)

P(A:
X P(B1|A2)-* By, P(A3n By) = P(As) - P(B1]A2)

Ay

~E(B2|A2)

e By, P(A31 B2) = P(As) - P(Ba|As)

SLIKA 1. - DIJAGRAM GRANANJA VEROVATNOCA ZA n=m=2

Na granama su ispisane verovatnoc¢e koje vode tom granom, a u
“¢vorovima” dogadaji do kojih odgovaraju¢e grane vode. Na Kraju
svakog puta od “korena” do “lista” drveta dolazimo do preseka svih
dogadaja koji su se nasli na tom putu. Mnozeéi verovatnoce na predenim
granama dobijamo verovatnoce preseka iz (1).

Sada verovatnoéu dogadaja B; racunamo sabiranjem po svim
eksperimentima u kojim se dogodio dogadaj B;, tj. kao zbir svih preseka
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u kojima dogadaj B; ucestvuje. Ovaj zbir je, naravno, identican onom u

(2).

Pogledajmo kako to izgleda na primeru.

Primer 1. U jednoj Kkutiji se nalaze tri bele i jedna crna kuglica, u drugoj
dve bele i tri crne, a u tre¢oj jedna bela i dve crne. Slucajno se bira jedna
kutija i iz nje izvlaci kuglica. Izracunati verovatnocu da je bela.

Resenje Kako se kutije biraju slu¢ajno, verovatnoce dogadaja prve etape
(biranja kutije) su jednake i iznose % Sve uslovne verovatnoce prikazane
su na dijagramu na Slici 2.

Sada koris¢enjem dijagrama traZzenu verovatno¢u ra¢unamo kao
zbir verovatnoca preseka na granama koje dolaze do B tj.

P(B) = 1+2 189
N 15 9_180

Resenje koris¢enjem formule potpune verovatnoce bilo bi

3

13

P(B) = ZP(K,()P(BU(,():? 7+
k=1
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SLIKA 2 -. DDAGRAM GRANANJA I1Z PRIMERA 1, K-KUTIJA, B-BELA,
C-CRNA

3. BAJESOVE VEROVATNOCE

U zadacima navedenog tipa, vrlo cesto se traze “obrnute”
verovatnoce, tj. verovatnoce dogadaja iz prve etape pod uslovom onih iz
druge. Ove verovatnoce nazivamo Bajesovim verovatnocama.

Standardan pristup njihovom rac¢unanju je Bajesova formula:

P(A)P (B;lA ;)
"1 P (AP (BjlA k)

P (4;]B;) = (3)

Bajesove verovatno¢e mozemo racunati konstrukcijom dijagrama
“obrnutog” eksperimenta. Kako iz dijagrama (Slika 2.) mozemo
izracunati verovatnoce svih preseka i svih dogadaja B;, formiranjem
obrnutog dijagrama grananja na odgovaraju¢im granama tada nam se
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pojavljuju i Bajesove verovatnoce kao koli¢nici verovatnoca preseka i
verovatnoca dogadaja iz druge etape.

S obzirom na “obrnuti” eksperiment i grananje predstavljamo u
obrnutom smeru (Slika 3).

P(A3 N Ba) Ag e Ziims?

/i

P(A11Bg)
FP(Ba)

\

P(A1N Ba) Ay

P(A2nBy)

P(lemBl) 44_) P(By)

/

By
m
P(A;NBy) B1

P(A1NBy) Ay

SLIKA 3. - OBRNUTI DIJAGRAM GRANANJA VEROVATNOCA ZA
n=m=2

Pogledajmo kako to izgleda na primeru.

Primer 2. Neka imamo isti ekperiment iz primera 1. Ako se zna da je
izvucena crna kuglica, kolika je verovatnoc¢a da je izvucena iz prve
kutije?

Resenje. Koris¢enjem rezultata iz primera 1, formiramo obrnuti dijagram
grananja (Slika 4).
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P(K3nC) =

P(KanC) =1

P(K1nC) =1
P(KsNB) =

P(KeNB)= £

P(K1nB) =1 K

SLIKA 4. - OBRNUTI DIJAGRAM GRANANJA 1Z PRIMERA 2, K-
KUTIJA, B-BELA, C-CRNA

Trazena verovatnoc¢a nalazi se na grani koja spaja crnu kuglicu i prvu
.. . 15
kutiju, a to je —.
19

Primenom Bajesove formule resenje bi bilo:
P(K1)P(CIK1)

1
P (K |C) = =
(K 1E) Tk=a PRRPCIKE) 3343

66



Odabrana poglavlja iz metodologije nastave primenjene statistike

4. ZAKLJUCAK

Navedimo sada prednosti jednog i drugog metoda.
Prednosti dijagrama grananja verovatnoca:

pogodan za Skolske primere i razumevanje sustine
problema

moze se sagledati eksperiment u celini

moguce je racunati vise relevantnih verovatno¢a pomocu
jednog dijagrama

bi¢e manje gresaka u radu jer nema pamcenja formula
moze se jednostavno primeniti i na primere sa vise etapa

Prednosti klasi¢cnog metoda (formule)

pogodan je za veliki broj ishoda u pojedinim etapama jer
se formula za razliku od dijagrama manje komplikuje

zapis je kraci i raCunanje je brze
deluje vise “matematicki”
ima teorijski znacaj

Iz iskustva stecenog na vezbama koje sam drzao studentima
biologije i meteorologije, poznato mi je da neki studenti lakse shvataju
problem koris¢enjem grafickog prikazivanja, dok drugima vise lezi
ucenje formula. To zavisi kako od njihovih prirodnih sklonosti, tako i od
prethodnog skolovanja koje se dosta razlikuje od skole do skole. 1z ovog
razloga, a kako svaki od pristupa ima svoje objektivne prednosti, mislim
da je najbolje, ukoliko postoje uslovi, kombinovati i jedan i drugi.
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ODREPIVANJE VELICINE UZORKA

Dusan Raki¢
Poljoprivredni fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

U razli¢itim istrazivanjima dolazi se do potrebe da se ispitaju
izvesne karakteristike elemenata nekog skupa. Nemogucnost pristupa
svakom elementu, vremenska ili materijalna ograniCenja su najceS¢i
razlozi zbog kojih su istraziva¢i primorani da trazene karakteristike
ispituju na nekom podskupu pocetnog skupa. Pocetni skup nazivamo
populacija, njegovi elementi su jedinice (koje mogu biti ljudi, biljke,
predmeti...), a sa N oznacavamo broj jedinica u populaciji. Trazeni
podskup populacije nazivamo uzorak i sa n ozna¢avamo broj jedinica u
uzorku. Jasno, odabrani uzorak treba da bude dostupan i reprezentativan
da bi mogli izvrs$iti istrazivanje na njemu i na osnovu dobijenih rezultata
izvesti zakljucke za Citavu populaciju. Odabir veli¢ine (obima) uzorka je
veoma bitna odluka u istrazivanju i bilo da su u pitanju ispitivanja koja
ukljucuju rad sa ljudima ili ne, veli¢ina uzorka moze znacajno da utice na
rezultat i opravdanost ispitivanja. Na primer, jako veliki uzorak povecava
vreme 1 cenu ispitivanja, dok mali obim uzorka moze znacajno da smanji
preciznost ispitivanja i pouzdanost rezultata. Mada se ¢ini da je
odredivanje veli¢ine uzorka prvi korak u istrazivanju najcesc¢e nije tako,
posebno u dobro osmisljenim i pripremljenim ispitivanjima. Na primer,
pogresno je poceti istrazivanje pitanjem: "Koliki procenat od ukupne
populacije treba da ¢ini uzorak?", jer nam nekad broj jedinica populacije
nije ni poznat (ako se ispituju izvesne karakteristike biljaka u Sumi,
ukupan broj biljaka u ¢itavoj Sumi nam je verovatno nepoznat). "Magi¢na
formula" za obim uzorka ne postoji 1 broj jedinica koje ¢e biti ukljucene
u ispitivanje zavisi od vise faktora. Dobro izvedeno istrazivanje bi trebalo
da obuhvati sledece faze:

e preliminarna ispitivanja u kojima se analizira populacija u odnosu
na traZzenu karakteristiku, kao 1 uslovi pod kojim se wvrsi
istrazivanje (vremenska i materijalna ogranicenja),
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e odabir metoda kojima ¢emo prikupljati podatke iz uzorka i
metoda kojima ¢emo ih obradivati,

nakon kojih sledi odluka o veli¢ini uzorka. Navedene faze ¢emo
detaljnije objasniti, posebno naglasavaju¢i kako one uti¢u na odabir
veli¢ine uzorka.

1. PRELIMINARNA ISPITIVANJA

Na pocetku rada istraziva¢ bi trebalo da se detaljno upozna sa
specificnostima studije i uslovima u kojima se ona obavlja. Ova
ispitivanja su Cesto presudna za preciznost kona¢nog rezultata i cenu
istrazivanja i obi¢no vremenski traju duze nego kasnije prikupljanje i
obrada podataka. Faktore koje treba razmatrati u ovoj fazi rada u velikoj
meri definiSe samo istrazivanje i njegove osobenosti, a kao smernice
mozemo navesti neke od njih:

e priroda populacije i jedinica na kojima se vrsi ispitivanje,

e kolikim materijalnim sredstvima se raspolaze i koja su vremenska
ogranicenja,

e koji su ciljevi istrazivanja,

e da li imamo nekih etickih ili zakonskih ogranic¢enja u radu.

1.1. Priroda populacije

Verovatno najve¢i uticaj na odabir veli¢ine uzorka ima
poznavanje prirode (karakteristika) populacije i jedinica koje je
saCinjavaju. Pre svega veli¢ina populacije i dostupnost njenih jedinica.
Ako je ona izrazito mala i imamo pristup svim jedinicama, onda se
postavlja pitanje da li ispitati Citavu populaciju ili uzimati uzorak. Dalje,
vrlo je znacajna procena homogenosti populacije. Ako je populacija
homogena (jedinice su ravnomerno rasporedene u odnosu na ispitivanu
karakteristiku), tada se moze uzeti manji obim uzorka, kao i1 koristiti
jeftinije metode uzorkovanja (klaster metoda). Na primer, ako kuvamo
pasulj u loncima od 10 i 100 litara i ako je on dobro izmesan, tada je u
oba sluc¢aja dovoljno probati po jednu kasicicu da bi se proverilo da li je
pasulj dobro zacCinjen. S druge strane, ako je populacija heterogena tada
treba uzeti veéi uzorak i koristiti metode uzorkovanja prilagodene ovom
slucaju (stratifikovan uzorak).
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1.2. Dostupna sredstva

Veoma vazne informacije potrebne za dobro planiranje
istrazivanja su: kolika materijalna sredstva su obezbedena, za koje vreme
treba obaviti ispitivanje, kao 1 sa koliko brojnim i kako obucenim
ljudskim potencijalom raspolazemo. Od ovih parametara direktno zavisi
kvalitet istrazivanja, posebno ako su uzorkovane jedinice fizicki
odvojene, ako je metoda prikupljanja podataka slozena i1 zahteva posebnu
stru¢nost (rad na biljkama, sa zivotinjama, delikatna pitanja u anketama).
S obzirom da je Cesto veli¢ina uzorka direktno srazmerna tro§kovima
obrade jedne jedinice (tada se do obima uzorka jednostavno dolazi
deljenjem ukupnih sredstava sa kojim raspolazemo sa troSkovima obrade
jedne jedinice) preporucuje se da se pri ispitivanju jedinice posmatra vise
karakteristika, ¢ime za gotovo iste troSkove vrSimo viSe istraZivanja.
Takode, u cilju racionalizacije, ¢esto se primenjuje klaster metoda u kojoj
u uzorak ulaze citave podgrupe prostorno bliskih jedinica (svi daci
jednog razreda, svi stanovnici jedne zgrade, sve biljke na jednom delu
parcele), pri ¢emu je vazno napomenuti da klaster metoda, kao jedna od
nepreciznijih metoda, trazi povecanje veli¢ine uzorka da bi se dobijeni
podaci mogli smatrati relevantnim.

1.3. Ciljevi istrazivanja

Veli¢ina uzorka u velikoj meri zavisi od ciljeva i zadataka
istrazivanja. Ako istrazivanje nec¢e dati finalnu odluku o nekom pitanju,
ve¢ ¢e biti deo neke studije ili teorijskog razmatranja, uzorak moze biti
mali, dok u sluéaju da ishod istrazivanja moze imati ozbiljne finansijske i
drustvene posledice (poslovanje banaka, metode leCenja u medicini,
reforme u Skolstvu...), uzorak koji se posmatra mora biti velikog obima
da bi rezultati bili §to pouzdaniji. Takode, uzorak treba da bude velikog
obima ako Zelimo da dobijemo odgovore na pitanje kako reaguju
podgrupe na ispitivanu karakteristiku, a ne samo ukupna populacija
(ukoliko se ispituje dejstvo nekog medikamenta bitno je znati kako on
deluje na ljude razli¢ite starosne dobi, polova, pacijente obolele od
drugih bolesti...). Neke podgrupe koje su nam od interesa mogu biti retke
ili tesko dostupne i potreban je veci uzorak da bismo dosli do Sto je
moguce viSe podataka o njima. Dakle, veliki znacaj i odgovornost
istrazivanja, kao i potreba za detaljnim i preciznim analizama, dovesce
nas do veceg obima uzorka.
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1.4. Eti¢ke norme

U slucaju da se pri istrazivanju (najc¢eS¢e ispitivanju ljudi)
izlozimo riziku da se naruse eticke ili zakonske norme (ugrozavanje
privatnosti, iznoSenje podataka koji mogu ispitaniku naruSiti drustveni
ugled (pitanja vezana za seksualnu orjentaciju, verski i politicki stavovi)
ili stvoriti probleme na poslu (odavanje poslovnih tajni)), tada se treba
ograniciti na §to je moguc¢e manji obim uzorka, koji ¢e nam biti dovoljan
da postignemo trazenu pouzdanost rezultata.

2. METODE PRIKUPLJANJA | OBRADE
PODATAKA

Nakon detaljne analize problema i uslova u kojim radimo, a pre
odluke o veli¢ini uzorka, treba se odluc¢iti koju od metoda (ili
kombinaciju viSe njih) koristiti u istrazivanju, na koji nacin prikupljati i
obradivati podatke. Veoma je bitno znati da li se do podataka dolazi
telefonskim putem, elektronskom postom, neposrednom anketom, kao i
da li se Kkoristi verovatnosno ili neverovatnosno uzorkovanje. U
zavisnosti od odabranog pristupa ukupan obim uzorka se odreduje na
pocetku rada (ako se koristi metoda u kojoj na pocetku odaberemo
uzorak i dalje ga ne menjamo) ili se do njega dolazi u toku istrazivanja
(ukoliko se na osnovu nekih zadatih pravila i izbora u toku istrazivanja
menja obim uzorka).

2.1. Verovatnosno i neverovatnosno uzorkovanje

Pri odabiru metode kojom se bira uzorak prvo treba odluciti da li
se koristi verovatnosno ili neverovatnosno uzorkovanje. Medu metodama
verovatnosnog uzorkovanja (koje smo u tekstu ve¢ i spominjali)
izdvajaju se: metoda prostog sluc¢ajnog uzorka, stratifikovanog uzorka i
Klaster metoda. Najrasprostranjenije metode kod neverovatnosnog
uzorkovanja su: metoda pogodnog, namernog i kvota uzorkovanja.

Kod verovatnosnog uzorkovanja moze se ocekivati postojanje

formula za veli¢inu uzorka koje se obi¢no izvode iz formula za interval
poverenja i one su sledeceg oblika:
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gde z odreduje nivo poverenja (obi¢no se uzima 95%-tna
sigurnost), s je procena disperzije populacije oko srednje vrednosti, a e
margina greske koju ne Zelimo da predemo u ispitivanju. Vrednosti z i e
se zadaju spram zahteva preciznosti i pouzdanosti rezultata istrazivanja.
Tipicne vrednosti za njih su z=196 (podrazumeva 95%-tni nivo
poverenja, pri zakonitostima normalne raspodele) i e=0,03 (gde
posebno treba obratiti paznju na to da li je e dato kao apsolutna ili
relativna margina greske). NajteZe je do¢i do vrednosti s?, jer na pocetku
istrazivanja nemamo znanja o disperziji populacije oko srednje vrednosti
1 nju mozemo dobiti na jedan od sledec¢ih nacina:

e koriste¢i pilot uzorak velicine 20 do 150 jedinica koji nam
predstavlja preliminarno istrazivanje iz kojeg dobijamo procenu
veliCina potrebnih za odredivanje veli¢ine uzorka,

e koristeci slicna istrazivanja, ranije obavljena, koja su dostupna u
literaturi (vrlo je verovatno da se neko ve¢ bavio slicnom
problematikom),

e jednostavno pogadajuéi vrednost disperzije na osnovu iskustva i
poznavanja osobina populacije (pre svega homogenosti).

Ukoliko se ispituje proporcija neke karakteristike u odnosu na
¢itavu populaciju koristimo formule oblika:

gde je p procena proporcije (dobijena na jedan od navedenih

nacina za procenu disperzije). U Tabeli 1 su date veli¢ine uzorka za neke
karakteristiéne vrednosti proporcije 1 margine greSke pri vrednosti
2=196.
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TABELA 1 - VELICINE UZORKA ZA NEKE KARAKTERISTICNE VREDNOSTI

PROPORCIJE | MARGINE GRESKE PRI VREDNOSTI z =1,96.

p\e 0,01 0,03 0,05 1
0,01 380 42 15 4
0,1 3457 384 138 35
0,25 7203 800 288 72
0,5 9604 1067 384 96

Ako nismo u moguénosti da dobijemo procenu p, tada je
najsigurnije uzeti vrednost p=0,5 za koju funkcija p'(l— p) dostize
maksimum. Iz tog razloga se vrednost n=1067 Cesto preporuuje za
veli¢inu uzorka (kada se ispituje proporcija, pri margini greske e = 0,03),
bez obzira na to kolika je brojnost ukupne populacije.

Napomenimo i to da analiziraju¢i faktor korekcije

n
fpc=1——,
P N

koji je ¢inilac u veéini formula za ocenu parametara u razli¢itim
metodama teorije uzoraka, mozemo do¢i do zanimljivih zakljucaka u
vezi sa obimom uzorka. Primetimo da je za malu vrednost N faktor
korekcije mali (priblizava se vrednosti 0) i znaCajno uti¢e na procene,
dok ako je N velika vrednost i broj jedinica u uzorku je znac¢ajno manji
od N (situacija koju uglavnom imamo u ispitivanju javnog mnjenja), tada
je faktor korekcije zanemarljiv i postaje znacajan tek ako se u uzorak
uzima viSe od 5% populacije. Dakle, ¢esto nam je bitnija apsolutna
vrednost obima uzorka, a ne relativna vrednost u odnosu na ukupnu
populaciju. Pokaza¢emo jo§ jedan primer (metoda sluCajnog prostog
uzorka) gde jako veliki obim populacije nije glavni faktor u odredivanju
obima uzorka. Varijansa srednje vrednosti uzorka, koja nam direktno
odreduje preciznost rezultata, ra¢una se na slede¢i nacin:

V-3 (1-g )
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gde je S? varijansa populacije oko srednje vrednosti. Vidimo da
je za fiksirano S? i n = 100 vrednost V(y) priblizno ista za N =
100.000 i N = 100.000.000, odnosno da sa uzorkom od 100 jedinica
postizemo priblizno istu preciznost u slucajevima gde se veli¢ine ukupne
populacije znacajno razlikuju.

Metode verovatnosnog uzorkovanja pri kojima se ista jedinica
obraduje vise puta u zadatim vremenskim intervalima zahtevaju uzorak
veceg obima, jer ne mozemo biti sigurni da ¢emo sa svakom jedinicom
uspeti da izvrSimo Citav ciklus istrazivanja (npr. kontrola dejstva nekog
leka na pacijente tokom duze terapije, gde spreCenost ili, u ekstremnim
slucajevima, smrt pacijenta onemogucavaju da se svi pacijenti podvrgnu
tretmanu u svim fazama lecenja).

Kod neverovatnosnog uzorkovanja se mogu ocekivati samo
preporuke za veli¢inu uzorka u vidu konkretnih vrednosti u odnosu na tip
istrazivanja. Do ovih vrednosti se dolazi iskustveno, tokom duzeg
perioda rada na slicnim problemima. Na primer, poznato je da za
etnografska istrazivanja u uzorak treba uzeti 35 do 50 jedinica, za
marketinska istrazivanja 200 do 2.500 jedinica, za nacionalna istrazivanja
10.000 do 15.000 jedinica, itd.

Na osnovu iznetih Cinjenica o faktorima koji uticu na obim
uzorka moze se zakljuciti da je dobar odabir veli¢ine uzorka posledica
izvrSene detaljne analize populacije u odnosu na karakteristiku koja se
ispituje, kao i dobrog odabira metode kojom se prikupljaju i obraduju
podaci u odnosu na prirodu problema, materijalne 1 ljudske resurse
kojima se raspolaze.
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JEDNA LEKCIJA - STOTINU
STATISTICKIH POJMOVA

Vesna Jevremovic¢
Matematicki fakultet
Univerzitet u Beogradu, Srbija

Uniformna raspodela iako najjednostavnija neprekidna raspodela ima
vaznu ulogu u Statistici jer je neophodna za modeliranje slucajnih velicina i
stoga se koristi u metodama Monte Karlo. U ovom tekstu koji se moze shvatiti i
kao jedna lekcija iz Statistike, date su osnovne osobine uniformne raspodele, kao
i jedan neparametarski test koji koristi uniformnu raspodelu, a zasnovan je na
Lorencovoj krivoj i indeksu koncentracije.

1. UvOD

I poducavanje i ucenje Statistike zahtevaju poznavanje raznih
oblasti matematike: analize (grani¢ne vrednosti, redovi, integrali,
funkcije jedne i viSe promenljivih), algebre (matrice, sistemi jednacina),
numeriCke analize (priblizno resSavanje jednacina),... ali takode i
koriSéenje statistiCkih paketa i (pozeljno) znanje da se na nekom
programskom jeziku piSu novi programi.

U svakoj lekciji iz Statistike ima puno statistickih termina, od
kojih su mnogi medusobno povezani. Stoga su razumevanje lekcije i
kasnija primena sadrzaja te lekcije moguci samo ako student dobro
poznaje definicije statistickih pojmova, njihove osnovne osobine i
medusobne relacije.

Skoro svaka lekcija iz Statistike sadrzi puno matematickih i
statistickih pojmova, ali ponekad budemo i iznenadeni neocekivano
velikim dijapazonom pojmova u nekoj lekciji, kao Sto je slucaj sa
lekcijom o uniformnoj raspodeli koja sledi u nastavku ovog teksta. Da
bismo skrenuli paZnju na koriS¢ene pojmove, svaki od njih je posebno
naglasen kurzivom pri prvom pojavljivanju u tekstu.
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2. OSNOVNA SVOJSTVA NEPREKIDNE
UNIFORMNE RASPODELE

Osnovna svojstva uniformne raspodele (ili pravougaone
raspodele) su dobro poznata, pa ¢emo ih ukratko nabrojati. Slucajna
veli¢ina X ima uniformnu raspodelu na intervalu [a, b], §to ozna¢avamo
X: U(@, b), ako je njena gustina raspodele jednaka

f(x):bi, xe[ab], i 0 inace. Odatle se dobija da je funkcija
X_

a
raspodele F(x):—a, xe[a,b].
b-a
br+1_ar+1
Momenti uniformne raspodele su m, = ,reN,a
r+1 b-a

2k
. . 1 (b-a
centralni momenti ¢ =0, =——|—| ,keN . Mod
Y Hoka Hox 2k+1( > j €

raspodele nije jedinstven, a medijana je ocigledno (a+b)/2 zbog simetrije
uniformne raspodele. 1z simetrije proizilazi i da je koeficijent asimetrije
jednak 0, dok je koeficijent spljostenosti jeanax —1.2.

Ako se broj X na slucajan nacin bira iz intervala (0,1), onda X:
u(o, 1).

Uniformna raspodela je specijalni slucaj beta raspodele. Ta¢nije,
uniformna raspodela U(0, 1) je raspodela By(1, 1). Dodatno, ako je
(X4,...,Xn) slucajni uzorak iz populacije sa U(0,1) raspodelom, tada je
statistika poretka k-tog ranga Xy slucajna veli¢ina sa beta raspodelom
Ba(k,n—k+1).

itb ita
Karakteristicna funkcija za X: U(a, b) je o(t) = eit(b__ea) L i=v-a,
tb ta
dok je generatorna funkcija momenata M () = et(b__i) .
3. DISKRETNA | NEPREKIDNA UNIFORMNA

RASPODELA

Slucajna veli¢ina (S.v) X koja ima kona¢no mnogo vrednosti
X1,...,xn, & Svaku sa jednakom verovatnocom P(X= x;)=1/n, gde je n
pozitivan prirodan broj, se naziva diskretna uniformna raspodela.
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Neke od veza diskretnih i neprekidnih uniformnih raspodela daju
slede¢e teoreme.
Teorema 1. Neka su B: U(0,1) i Bj, j=1,2,..,N-1 nezavisne s.v. sa
N-1
PBj=0) = P(Bj=1) =1/2. Tada > Bj/2'+B/2"" U1 |

j=1

N-1
Nlm’jz_lBJ/Z :U(0)1).

Veza uniformne raspodele U(0,1) i diskretne uniformne raspodele

oblika
0 1 2 - 9
Y (*)
01 01 01 - 01

data je u sledecoj teoremi

Teorema 2. Neka je y = 0.U1U,...u,... realizacija s.v. X: U(0,1). Tada su
Uz, Uy ...,un,... Nezavisne realizacije diskretne uniformne raspodele Y, i
obrnuto.

Teorema 2 moze biti uopstena:

Neka je dat broj u sistemu sa brojnom osnovom r. y = 0.
ViVo...Vp..., tada su vi, Va,...,vpn,... nezavisne realizacije diskretne
uniformne raspodele V, pri ¢emu je

P\vV=j)=1/r, j=0,1,...,r-1,
i obrnuto..

4. UNIFORMNA RASPODELA | MAKSIMALNA
VERODOSTOJNOST
Ako X: U(a,b), gde su a i/ili b nepoznati, mozemo ih oceniti na
osnovu uzorka (Xy,...,Xn) iz te raspodele. S obzirom da uniformna

raspodela nije regularna u smislu Rao-Kramera, tada ocene zasnovane
na metodi maksimalne verodostojnosti mogu imati interesantna svojstva.

Primer 1. Razmotrimo prvo slucaj raspodele U(0,b). Po metodi

maksimalne verodostojnosti (MV) dobijamo ocenu b= max X ; = X,
1<jen ] (n)

dok metoda momenata (MM) dajeb, = 2X,. Imamo da je
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E(b)=nb/(n+1),D(b)=nb?/(n+2)(n+1)?
E(b, )=h,D(b,)=b?/3n.

ZakljuCujemo da je ocena po metodi MV pristrasna, ali
asimptotski nepristrasna i stabilna. Ona je takode efikasnija od
nepristrasne ocene dobijene po MM. Nova ocena dobijena kao linearna

.. . n+1-. . . .
transformacija ocene MV je ——b i ona jeste nepristrasna, a njena
n

disperzija je manja od disperzije nepristrasne ocene po MM. Pri tome,
disperzija navedene ocene je manja od b?/n §to predstavlja donju granicu
diperzije nepristrasnih ocena koju bismo dobili po nejednakosti Rao-

Kramera. A §to se tice statistike b= max X =X(ny ona je kompletna
1<j<n

dovoljna statistika za parametar b; takode je, kao Sto smo vec

napomenuli konzistentna (stabilna) ali i stabilna u srednje-kvadratnom

jer je lim E(B—b)2 =0. Koriste¢i statistike poretka mozemo odrediti i
N—o0

druge nepristrasne ocene za b, kao Sto je

ﬁl:(n+l) min X =(n+1)Xyy, ili, u slucaju neparnog n, n=2k+1,
I<j<n

ocena zasnovana na uzorackoj medijani by = 2X(k41)- Uz sve navedeno,

posto je raspodela ocene po MV poznata, mogu se odredivati i intervali
poverenja za parametar b, sa Zeljenim nivoom poverenja.

Primer 2.U ovom primeru posmatramo raspodelu obelezja X:
U(a-1/2,a+1/2). Tada ocena po metodi MV nije jedinstvena, i to tako da
svaka statistika V koja zadovoljava nejednakosti

1 . 1
max X; —— <V < min Xj +—,
1<j<n 2 1<j<n

moze biti ocena po metodi MV za a.

Primer 3. U slucaju familije raspodela X: U(-a,a), a>0, koja nije
kompletna, imacemo da je dovoljna statistika za a dvodimenzionalna
(X@,Xm)- Interesantno je napomenuti da je koeficijent korelacije s.v. X
I X jednak 1/n, Sto znaci da se zavisnost tih s.v. smanjuje kad se n
uvecava. Ocena po metodi MV za a data je izrazom a=max(—-X),Xm)) i
predstavlja minimalnu dovoljnu statistiku za taj parametar.
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5. UNIFORMNA RASPODELA | MONTE KARLO
METODE

Monte Karlo metode koriste pseudo-siucajne brojeve radi
odredjivanja osobina nekih funkcija ili skupova funkcija, izraCunavanja
vrednosti odredjenih integrala, ili prouc¢avanja nekih slozenih sistema.
Pseudo-slu¢ajni brojevi su kompjuterski generisani nizovi brojeva koji
imaju statisticka svojstva Kao nizovi nezavisnih slucajnih velic¢ina koje
sve imaju istu uniformnu raspodelu, diskretnu ili neprekidnu.

Modeliranje slucajnih veli¢ina je prvi korak u Monte Karlo
metodama, a za taj korak je neophodna uniformna raspodela. Metode
modeliranja slucajnih veli¢ina zavise od prirode tih slucajnih veli¢ina, ali
se u svakom slucaju koriste modelirane vrednosti uniformne raspodele.
Ako je to vrednost diskretne uniformne raspodele (*) onda je nazivamo
“slucajna cifra”. Veoma je interesantna cCinjenica da transcedentni
brojevi kao §to su e, m,... predstavljaju generatore slucajnih cifara, u
smislu da nizovi njihovih cifara imaju statisticka svojstva nizova
nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih veli¢ina sa uniformnom
raspodelom (*).

Svaka vrednost slucajne velicine sa uniformnom raspodelom
U(0,1) se naziva “slucajan broj”, i u daljem ¢e biti oznacena sa y. Radi
preciznosti treba reci da se u Monte Karlo metodama ne koriste slucajni,
nego pseudoslucajni brojevi, tj. nizovi brojeva iz intervala (0,1) koji
imaju statisticka svojstva kao slucajni uzorak iz uniformne raspodele. Ti
brojevi se generisu kompjuterski primenom odgovarajuc¢ih formula.
Uobicajena oznaka/naredba kojom se dobijaju takvi brojevi je RAND ili
RND. Ta¢nost Monte Karlo metoda se, u opstem slucaju, poboljsava sa
povecanjem broja modeliranih vrednosti slucajne veli¢ine, a to znaci i
porast broja upotrebljenih pseudoslucajnih brojeva.

Osobine uniformne raspodele date u slede¢oj teoremi se cesto
koriste pri modeliranju slucajnih veli¢ina.

79



Vesna Jevremovié
Teorema 3.
1) Ako X: U(0,1), onda je 1-X: U(0,1),
2) Ako slucajna velicina X ima funkciju raspodele F(x), onda
slucajna velicina F(X) ima uniformnu raspodelu na intervalu
[0,1], tj. F(X): U(0,1) i
3) Ako X: U(0,1), onda je a- X+b: U(a,b), za proizvoljne realne
brojeve ai b.

Metode modeliranja slucajnih veli¢ina su ukratko opisane u nastavku:
a) Neka je X diskretna slucajna veli¢ina (s.v.) sa raspodelom

X[ X, X, Xy 0 X, j Zn: . o
: , Y P =1.
T P T =

Neka je y jedan (pseudo)slucajan broj. Ako je y < p,, onda
smatramo da se realizovala vrednost X, s.v. X. AKo je p<y<p+p,,
onda smatramo da se realizovala vrednost X, s.v. X. Ako je
P, + P, <y < p,+ P, + Ps, onda smatramo da se realizovala vrednost x,

s.v. X, itd. Na taj nacin za dobijanje svake realizacije s.v. X se koristi po
jedan (pseudo)slucajan broj .

Ista ideja se primenjuje za modeliranje ishoda (realizacija) nekog
slucajnog dogadaja koriste¢i odgovarajucu s.v. Neka je p verovatnoca
dogadaja A u nekom eksperimentu, i neka je definisana s.v.

1-p p
prethodno opisano, pa ako se dobije 1, smatramo da se dogadaj A
realizovao u tom eksperimentu, a ako dobijemo 0, smatramo da se A nije
realizovao.

l, ;( 0 ! J, tzv. indikator. Realizacije te s.v. dobijamo kao §to je

To je opsti pristup modeliranju diskretnih s.v, mada ima i puno
specijalnih pristupa u zavisnosti od svojstava s.v. koja se modelira. Tako
na primer, ako treba modelirati vrednosti s.v. sa binomnom raspodelom
B(n,p), onda je pogodno Koristiti reprezentaciju te s.v. kao zbira n
nezavisnih, jednako raspodeljenih indikatora, nego raCunati verovatnoce
iz zakona raspodele, pa postupati kao za s.v. (1).
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Primer 4. “Bacanje kockice”

a) Ishode takvog eksperimenta moZzemo dobiti koriS¢enjem
neprekidne uniformne raspodele. Ako imamo niz slucajnih
brojeva, zaokruzenih na dve decimale: 0.23, 0.32, 0.98, 0.85,...
onda dobijamo rezultate: 2, 2, 6, 6, ... (jer je 1/6<0.23<2/6, §to
znaci da je ishod “27, itd...)

b) Drugi nacin da se modeliraju ishodi eksperimenta je koris¢enjem
diskretne uniformne raspodele. Ako imamo niz slu¢ajnih cifara:
2,3,3,2,9,8, 8, 5,..., onda dobijamo ishode: 2, 3, 3, 2, 5,... (0,
7, 819 se iz oCiglednih razloga ne koriste).

b) Neka je X diskretna s.v. sa beskonacno mnogo vrednosti
X, X, Xy e X e a
o n oo n s
P: Py Pz = Py o k=1

Neka je n prirodni broj za koji vazi p,,, + P,., +...< 0, gde je o
proizvoljno mali pozitivan broj. To je uvek moguée odrediti, jer je red

i p, =1 konvergentan. Dalje, umesto s.v. X koristimo

k=1
XZ ( Xl* Xz* X3* Xn* J,
Py P2 Ps - Pn

gde je pi =pr Pog=Pog s P =1-(p +..+Pp,,) . Realizacije te s.v. Xz
(zasecena s.v. X) modeliramo prema proceduri opisanoj pod a) i
smatramo ih za realizovane vrednosti s.v. X. Na taj na¢in ne mozemo
dobiti ni jednu od vrednosti X,.q,X,.2,-.- Z& X, ali je verovatnoca da s.v.
X ima neku od tih vrednosti manja od o, koji je izabran da bude mali
pozitivan broj, npr. 6=0.001 ili sli¢no, a u zavisnosti od ciljeva i potreba
simulacije.

c) Neka je X neprekidna s.v. sa funkcijom raspodele F(x), i neka

ta funkcija ima inverznu. Realizacije s.v. X se tada mogu modelirati na
osnovu sledece teoreme:
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Teorema 4. Neka je data s.v. X cija je funkcija raspodele F(x)
neprekidna, strogo monotona, sa inverznom funkcijom F . Neka s.v. Y
ima uniformnu raspodelu U(0,1). Tada s.v. F(Y) ima funkciju
raspodele F(x).

U ovom slucaju se za dobijanje svake modelirane vrednosti X za
s.V. X koristi po jedan sluéajni broj y, po formulix = F (7).

Primer 5. Kao primer primene Teorema 3 i 4 dajemo formulu za
modeliranje vrednosti slucajne veli¢ine sa eksponencijalnom raspodelom.

Ako X: ¢(4), onda je njena modelirana vrednost x = _Tlln(y ).

Navedeni postupak se moze, sa manjim izmenama, primeniti i na
slu¢aj prekidnih funkcija raspodele, kao i onih koje imaju intervale
konstantnosti. Ako pak nema inverzne funkcije raspodele, ili je izraz za
nju suvise komplikovan, primenjujemo neku drugu metodu.

d) Neka je X neprekidna s.v. sa gustinom raspodele (g.r.) g koja je
definisana i ograni¢ena na kona¢nom intervalu. Realizacije takve s.v.
mogu se modelirati tzv. metodom odbacivanja ili Nojmanovom metodom
koja je zasnovana na slede¢em tvrdenju:

Teorema 5. Neka je g.r. g(x) neke s.v. X definisana na konacnom
intervalu  (a,5) | neka postoji pozitivan broj M tako da

g(x) <M, xe(a, B). Neka su X; i Y; modelirane realizacije s.v. U(a,p)
i U(O,M), u tom redosledu. Ako vazi y; <g(X;), tada je X; realizovana
vrednost s.v. X.

Ako ne vazi y; <g(%;), tada treba modelirati nov par X;i y;.

Stoga se broj potrebnih (pseudo)pseudoslu¢ajnih brojeva za modeliranje
jedne realizacije neke s.v. po ovoj metodi ne moze unapred predvideti.
Realizacije s.v. U(a,) i U(0,M) se dobijaju na osnovu relacije a-
y+b kojom se dobija realizacija s.v. U(a,b) ako je y vrednost s.v. U(0,1).
Ovu metodu dugujemo Nojmanu (Neumann), i ona, uz izvesne
izmene, moze da se primeni na proizvoljnu g.r. Ideja je da se odredi s.v.
X, koja se sa verovatnocom bliskom 1, poklapa sa s.v. X koju treba

modelirati, a da pritom za X, vaze uslovi Teoreme 5. Neka X ima g.r.
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g(x), a<x<b, pri ¢emu a moze biti —oo, i/ili b moze biti oo, pri ¢emu g(X)
ne mora biti ograni¢ena na intervalu (a,b). U svakom slu¢aju mora vaziti
b

I g(x)dx=1. Pretpostavimo da je na kona¢nom intervalu (a',b") ,
a

(a',b') = (a,b) funkcija g(x) ograni¢ena. Ukoliko je potrebno posmatra
se unija svih takvih konac¢nih intervala na kojima je gustina raspodele
g(x) ogranicena. I sada definiSemo s.v. X, (zaseCena s.v. X) tako da je
X, =X na (a'b’) , i 0 inace. Gustina raspodele g,(X) s.v. X,
zadovoljava

-1

|
9,00 =c-g()=| [g()dt| -g(x), a'<x<b’

Konstanta ¢ je ve¢a od 1,1 g, (X) > g(X) vazi na (a',b") . Interval
b

(a,b?) je izabran tako da vazi 1- [ g(x)dx <&, gde je & proizvoljno
J

mali pozitivan broj.
Tada se postupak modeliranja s.v. X ostvaruje tako S§to se
Nojmanovom metodom modeliraju vrednosti X, i dobijene vrednosti

smatraju za realizacije s.v. X, s obzirom da se X i X, poklapaju sa
verovatno¢om 1— 9.

e) Neka je X slucajna veli¢ina sa normalnom raspodelom.
Metoda inverzne funkcije nije primenljiva, a ni Nojmanova metoda se ne
koristi za modeliranje normalne raspodele. Postoji vise razli¢itih metoda
za modeliranje normalne raspodele od kojih je jedna zasnovana na
centralnoj granicnoj teoremi, 1 koris¢enju (pseudo)slucajnih brojeva na
nacin koji ¢emo objasniti u nastavku. Neka su Y,,Y,,... nezavisne s.v. sa

n
uniformnom raspodelom U(0,1). Zbir s, =>"Y; ¢e imati ocekivanje i
j=L
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disperziju redom E(Sn):g, D(Sn):%, a prema centralnoj grani¢noj

teoremi za s.v.

s; =1 —EG) _ Si(zvj -1)
j=1

o6, \n&

vazi

x
P{S:<x}—>L [e2dt,n>c

N

Ova konvergencija u raspodeli je brza i ve¢ za n=12 razlika

*

12
izmedu S, i N(0,1) je dovoljno mala, tako da uzimamo&®? =»"y, -6
-1
kao realizovanu vrednost s.v. sa N(0,1) raspodelom. Na taj nacin je
potrebno 12 (pseudo)sluéajnih brojeva za jednu realizaciju s.v. sa N(0,1)
raspodelom. Napominjemo da se ve¢ za n=6 dobija zadovoljavajuca
preciznost. U opStem slucaju preciznost se jo§ povecava ako se koristi:

* 1 * *
s Jrﬁ((sn)3 ~3s;), za svako n.

Ima i mnogo drugih metoda za modeliranje normalne raspodele, i
u nastavku dajemo jednu od tih metoda koja koristi unformnu raspodelu.

Neka su a1 i ap nezavisne s.v. sa U(0,1). Tada su ¢ i n odredene
relacijama :

&=4-2logey -cos(2zer,)

n=4-2loge, -sin(2za,)

nezavisne s.v. sa N(0,1) raspodelama. Ovaj postupak se moze
uopstiti na N-dimenzionalni slucaj.
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6. DOBIJANJE UZORAKA | REGENERISANJE
UZORAKA

Ako treba dobiti slucajni uzorak sa vracanjem obima n iz
konac¢ne populacije koja ima N elemenata, onda se elementi populacije
numerisu od 1 do N, pa se modelira n realizacija s.v (1) sa vrednostima 1,
2, ..., N, na prethodno opisan na¢in. A ukoliko je potreban uzorak bez
vracanja tada od svih modeliranih vrednosti uzimamo samo one koje su
medusobno razli¢ite dok ne dobijemo zeljeni broj elemenata u uzorku.

Metoda modeliranja diskretnih s.v. sa konatno mnogo vrednosti
se primenjuje i u metodi testiranja koja se zasniva na kori$¢enju uzoraka
generisanih na osnovu jednog raspolozivog uzorka, tzv. butstrep
postupak (“bootstrap” procedure). Pretpostavimo da treba “generisati”
uzorak sa vraanjem obima N; na osnovu raspolozivog uzorka obima n.
Tada vrednosti datog uzorka Xj,...,xn, , uzimamo kao vrednosti s.v. X u
(1), bez obzira da li medu njima ima istih, 1 svakoj vrednosti dodeljujemo
verovatnocu pj, j=1,n koja je jednaka 1/n.

Primer 6. Pretpostavimo da imamo uzorak 2, 3, 5, 4, 4. Odgovarajuca
diskretna s.v. X ima raspodelu P(X=2)=P(X=3)=P(X=5)=1/5, i, naravno,
P(X=4)=2/5. Neka su dati slucajni brojevi: 0.23, 0.42, 0.15, 0.78, 0.91,
0.32, 0.47, 0.11, 0.77, 0.08. Na osnovu njih “novi” uzorak obima 10,
dobijen od datog uzorka je: 3, 5, 2, 4,4, 3,5, 2, 4, 2.

7. UNIFORMNA RASPODELA I STATISTICKI
TESTOVI

Ukoliko ho¢emo da testiramo hipotezu da su podaci iz uzorka iz
populacije sa uniformnom raspodelom U(a,b), gde su a i/ili b nepoznate
vrednosti, tada se moze primeniti neki neparametarski test kao sto je y2
test, ili, ako su a i b poznati, test Kolmogorova. Moguce je koristiti i neke
varijante parametarskih testova i porediti mo¢ tih testova.

Pri testiranju generatora slucajnih brojeva neki testovi koriste
uniformnu raspodelu kao raspodelu dobijenih brojeva/cifara. To je slucaj
sa testom frekvencija (kad je raspodela (*) raspodela prema nultoj
hipotezi), testom parova, testom trojki, ...

Pri proucavanju raspodele prihoda M.O. Lorenc je uveo novu
funkciju, koja je kasnije po njemu nazvana: Lorencova linija ili
Lorencova kriva. Ta kriva i sa njom povezan koeficijent koncentracije
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mogu biti primenjeni u statistici i kao osnova za test saglasnosti sa datom
raspodelom. Gail i Gastwirth razvili su 1978. jedan takav test za
Laplasovu raspodeli, a zatim proSirili taj rezultat i na testiranje
eksponencijalne raspodele. Na osnovu tog pristupa ovde ¢emo otié¢i korak
dalje 1 pokazati kako se moze u nultoj hipotezi uzeti 1 uniformna 1 bilo
koja druga raspodela kao raspodela obelezja.

Neka je X nenegativna s.v. sa vrednostima u [0,a), pri ¢emu a
moze biti beskona¢no i neka postoji ocekivanje u=E(X). Neka je F(X)
funkcija raspodele za X, pri ¢emu pretpostavljamo da je ta funkcija
strogo rastuca i neprekidno diferencijabilna, i ozna¢imo sa G(X) njenu
inverznu funkciju. Lorencova krive je funkcija

G(p)
[ wF@
L(p)=—2——, 0< p<1.
MU

Veoma vazno svojstvo Lorencove krive je da svaka raspodela
koja ima kona¢no ocekivanje jedinstveno odreduje svoju Lorencovu
krivu do na transformaciju skaliranja (Thompson, 1976).

A

L{p)
0 1

\ 4

SLIKA 1. - LORENCOVA KRIVA

Indeks koncentracije za populaciju sa raspodelom F(x) i
Lorencovom linijom L(p) jednak je dvostrukoj povrsini izmedju L(p) i
odsecka OA, tj.

1
C(X)=2[(p-L(p))dp
O .
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Odgovaraju¢a uzoracka statistika, Cesto oznaCena kao DBinijev
indeks, je

n
Z\xi—xj\

il
2n(n-D X,

gde je (Xy,...,Xn) prost slucajni uzorak obima n, a X, je uzoracka
sredina.

Indeks koncentracije za uniformnu raspodelu je 1/3, pa ako
hoc¢emo da testiramo nultu hipotezu H, da je uzorak iz populacije sa
U(0,1) raspodelom, a sa pragom znacajnosti a mozemo primeniti
proceduru: najpre izraunati realizovanu vrednost ¢ indeksa
koncentracije na osnovu realizovanog uzorka (Xg,....x,) | ako je

|g—1/3| <« tada ne odbacujemo hipotezu Ho. Alternativna hipoteza H;

je da raspodela nije uniformna. Dalje, ako s.v. X ima funkciju raspodele
F, tada s.v. Y=F(X) ima uniformnu raspodelu U(0,1) pa jednakost

P(X e[a,b))=P(F(X)<[F(a), F(b)))

ocigledno vazi za sve realne brojeve a, b, a<b. Na taj na¢in ako
ho¢emo da testiramo hipotezu H, da X ima funkciju raspodele F,, a na
osnovu uzorka (Xi,...,Xn), tada moZzemo Kkoristiti indeks koncentracije i
testirati hipotezu da Fo(X) ima uniformnu raspodelu U(0,1) za dati prag
znacajnosti a.
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